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第 1章

Introduction

各章に ∗ がついているものは学部の復習であるの
で授業では簡単に復習するにとどめる。†がついてい

る部分は、細かい話や計算の導出である。基本、飛ば

すので暇な人は読んでください。♣は計算のヒント。
‡がついているものは本題から外れ気味な部分や、プ

ラスアルファの部分。

1.1 諸量 ∗

天体の記号は ⊙: 太陽、J : 木星、⊕: 地球を表す。
Rx は天体 xの半径、Mx は天体 xの質量を表す。

長さと角度

各天体の半径はだいたい

• R⊙ = 7× 105 km
• RJ = R⊙/10

• R⊕ = RJ/10 = R⊙/100

くらいである。太陽のシュワルツシルド半径

• rg = 2GM⊙/c
2 = 3 km

くらいだが、以下の便利な関係を使うとよい。

• rg
2 au = 10−8

太陽の直径は 1 auの 1/100である。

• 2R⊙

1 au = 10−2

一番近い星までの距離は 1 pcくらい. 1′′ という角度

について：

• 1′′ = 5× 10−6 radian
• 1au

1pc = 1′′

• 典型的なシーイング ∼ 1′′

• 月の視直径 ∼ 30′

重さ

• M⊙ = 2× 1033 g
• MJ =M⊙/1000

• M⊕ =MJ/300
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第 2章

惑星の運動

系外惑星の観測量として惑星の運動に関するもの

を扱う。運動と関係する観測量としては、惑星による

恒星の視線速度の運動である視線速度カーブ、天球方

向の運動であるアストロメトリの二つがある。

2.1 二体問題 ∗

惑星と恒星の運動と軌道を考える。まず惑星と恒

星をそれぞれ質点と考え (質量m1,m2、座標 r1, r2)、
惑星と恒星の間に働く力を重力だけと考えることで、

二体問題となり解析的に解くことができる。図2.1の
ように r ≡ r2 − r1 とおく。軌道面上の円座標系

er = (cos θ, sin θ)⊤ と eθ = (− sin θ, cos θ)⊤ で考え
る。r = rerであり、また ėr = θ̇(− sin θ, cos θ)T = θ̇ eθ
と ėθ = θ̇(− cos θ,− sin θ)T = −θ̇ ėr を用いると、

ṙ =
d

dt
rer = ṙer + rėr = ṙer + rθ̇ eθ (2.1)

r̈ = (r̈ − rθ̇2)er +
[
1

r

d

dt
(r2θ̇)

]
eθ (2.2)

となる。重心を原点にとった時、r1 = −m2/(m1 +

m2) r, r2 = m1/(m1 +m2) r であるから、ラグラン

ジアンは、換算質量 µ = (m−1
1 +m−1

2 )−1 を用いて、

L = T − U =
m1

2
|ṙ1|2 +

m2

2
|ṙ2|2 +G

m1m2

r

=
µ

2
[ṙ2 + (rθ̇)2] +G

m1m2

r
(2.3)

となる。

問題

ラグランジュ方程式

d

dt

(
∂L

∂ṙ

)
−

∂L

∂r
= 0,

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
−

∂L

∂θ
= 0 (2.4)

から

O

m
1

m
2

r

r
2

r
1

m
1

m
2

BA

図2.1 座標系

r̈ − rθ̇2 = −
G(m1 +m2)

r2
(2.5)

と ḣ = 0 が得られることを確かめよ。ただし h ≡ r × ṙ
は軌道角運動ベクトルである。
すなわち軌道角運動量ベクトル hは、二体問題上は保存量
である。これは質点が hに直交する平面 (軌道面)上の運
動に制約されていることを意味する。

式 (2.5)を変数変換し、u ≡ 1/r とする。hu2 = θ̇、
dr

dt
=
dr

dθ
hu2 = −hdu

dθ
を用いて、

d2u

dθ2
+ u =

G(m1 +m2)

h2
(2.6)

となる。これは非斉次二階微分方程式であり、斉次解は

uh = c1 cos θ + c2 sin θ = C1 cos (θ − C2) (2.7)

のように書くことができる。非斉次解は明らかに

ui =
G(m1 +m2)

h2
(2.8)

であり、これらを足しあわせたものが一般解である。

G(m1 +m2)/h
2 をくくり出し、積分定数項を e, ωと

した一般解は

u =
G(m1 +m2)

h2
[1 + e cos (θ − ω)] (2.9)
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図2.2 楕円

とかける。r = 1/uに戻すと、

r =
h2

G(m1 +m2)

1

1 + e cos (θ − ω) (2.10)

ところで、図2.3のような楕円を考えてみよう。楕
円なので

r + r′ = 2a (2.11)

が成り立つ。また座標から

(r′)2 = (xp + 2ea)2 + y2p

= (r cos θ + 2ea)2 + (r sin θ)2 (2.12)

となる。式 (2.11,2.12)から r′ を消去すると、楕円の

conic 方程式

r =
a(1− e2)
1 + e cos θ (2.13)

が得られる。

長半径 a、短半径 b、また true anomary f を

h2

G(m1 +m2)
= a(1− e2) (2.14)

b2 = a2(1− e2) (2.15)
f ≡ θ − ω (2.16)

と定義すれば、式 (2.10)は conic方程式の形

r =
a(1− e2)
1 + e cos f (2.17)

になることから、２体問題の解が楕円になることが

確認される (ただし 0 ≤ e < 1 とする)。また true

図2.3 座標系

anomaly f は、periastron（近日点の太陽を恒星に変
えたもの）から測った恒星惑星の角度に対応すること

が分かる。ωは the argument of periastronと呼ばれ
る量で conic 方程式 (2.13) で表される楕円を半時計
回りに ω 回転したということを表している。

ところで Ȧは一定であるから楕円面積

A = πab =
h

2
P (2.18)

とかける。ここに P は公転周期である。これを変形

すると

P 2 =
4π2

G(m1 +m2)
a3 (2.19)

となる。公転周期の自乗は質量に反比例、軌道長半

径の３乗に比例することが分かる (ケプラーの第三法
則)。円軌道の場合、公転角速度は 1/

√
G(m1 +m2)a

であることも分かる。式 (2.14)を用いて Gを消すこ

とで角運動量表記

P =
2πa2

√
1− e2
h

(2.20)

もえられる。

平均運動は

n ≡ 2π

P
(2.21)
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で定義される。式 (2.20)を用いることで

n =
h

a2
√
1− e2

(2.22)

とも表せる。

2.2 三次元空間における二体問題

前章では、二次元平面上での二体運動を考えた。実

際の天体は観測者から見て三次元空間上に存在してい

るので、軌道を３次元回転する必要がある。観測者か

らみた傾きである軌道傾斜角 (orbital inclination)を
i で、azimuth 方向の定義を longitude of ascending
node Ωで指定する。これら a, e, ω, f, i,Ωの六つのパ

ラメタを指定すれば、三次元空間における二体問題の

軌道が一意に決定される。

これらの回転を回転行列で表してみよう。まず、

元となる楕円は conic 方程式 (2.13) であらわされる
図2.3のものとしよう。z軸を紙面に垂直にとるとする。

• (1) conic 方程式 (2.13) を z 軸周りに反時計回

りに ω 回したものが二体問題の楕円の方程式

(2.17)であった。
• (2) 次に x軸周りに反時計方向に i回すと軌道面

が天球に対して i傾く事になる。

• (3) 最後に z 軸周りに Ω、つまり天球の azimuth
方向の回転の自由度が残る。

これらの回転行列を順に楕円を表す r =

(r cos θ, r sin θ, 0)に対してかける。まず (1)は

r =

r cos θ
r sin θ

0

 =

r cos
(
f + ω

)
r sin

(
f + ω

)
0

 (2.23)

である。次に (2)は

r′ =

1 0 0
0 cos i − sin i
0 sin i cos i

 r (2.24)

=

 r cos
(
f + ω

)
r sin

(
f + ω

)
cos i

r sin
(
f + ω

)
sin i

 (2.25)

となる。最後に (3)は

r′′ =

cosΩ − sinΩ 0
sinΩ cosΩ 0
0 0 1

 r′ (2.26)

=

r cos
(
f + ω

)
cosΩ− r sin

(
f + ω

)
cos i sinΩ

r cos
(
f + ω

)
sinΩ+ r sin

(
f + ω

)
cos i cosΩ

r sin
(
f + ω

)
sin i


(2.27)

≡

XY
Z

 . (2.28)

となり、三次元空間での軌道 (X,Y, Z)が得られた。

2.3 二体問題を時間について求める

二体問題の解は true anomaly f の関数、つまり

r = r(f) として書かれていた。しかし現実の観測で

は、二体問題はなんであれ時間の関数として観測され

る。そこで時間表記 r = r(t) をどのように求めるか

考えてみよう。

方針は以下のとおりである。まず

v2 = ṙ · ṙ = (ṙer + rḟeθ) · (ṙer + rḟeθ)

= ṙ2 + r2ḟ2 (2.29)

= ṙ2 +
h2

r2
(2.30)

を考える (h = r2ḟ を用いた)。そして、

• (1) v2 を式 (2.30)から r,ṙ を f の関数に変換し

v2(f)で表す

• (2) v2(f)を Conic方程式で v2(r)に変換

• (3) v2 = ṙ2 + h2/r2 と等置して r, ṙ の式、つま

り r の時間に関する微分方程式を得る

(1) について r から f への変換は Conic 方程式
(2.17)を用いればよい。また ṙ を f に変換するには

ṙ =
h

a(1− e2)
e sin f (2.31)

を用いる。
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♣式 (2.31)の導出

ṙ =
df

dt

d

df

(
a(1− e2)

1 + e cos f

)
= ḟ

a(1− e2) e sin f(
1 + e cos f

)2
= ḟ

a(1− e2)

1 + e cos f
e sin f

1 + e cos f
= rḟ

e sin f

1 + e cos f

=
h

r

e sin f

1 + e cos f
=

h

a(1− e2)
e sin f (2.32)

つまり

v2 = ṙ2 + (rḟ)2 = ṙ2 +
h2

r2

=
h2

a2(1− e2)2
[2(1 + e cos f) + e2 − 1] = v2(f)

(2.33)

次に v2(f) を再度 Conic 方程式を用いて r の関数

に変換する (2)の手順は、

v2(r) =
h2

a(1− e2)

(
2

r
− 1

a

)
(2.34)

となる。(3)より r の時間微分方程式

ṙ2 − h2

a(1− e2)

(
2

r
− 1

a

)
+
h2

r2
= 0 (2.35)

を得る。この方程式はそのまま解くことはできない。

そこで eccentric anomaly E を導入する。

r = a(1− e cosE) (2.36)

この E を用いて、微分方程式 (2.35)を E, Ė の微分
方程式に変換すると

Ė =
n

1− e cosE (2.37)

また、天下りであるが、この解は

E − e sinE = n(t− t0) (2.38)

で与えられる（微分することで式 (2.37)が成り立つこ
とを確かめよ）。ここで時間変数の代理としてMean
anomaly M を

M ≡ n(t− t0) (2.39)

と定義することにより

f(E) = E − e sinE −M = 0 (2.40)

を解くことで E が求まる。

♣式 (2.37)の導出

2

r
−

1

a
=

1

a

(
2

1− e cosE
− 1

)
=

1

a

1 + e cosE
1− e cosE

=
1

a

1− e2 cos2 E
(1− e cosE)2

.

(2.41)

h2

r2
−

h2

a2(1− e2)

(
2

r
−

1

a

)
=

h2

a2(1− e cosE)2
−

h2(1− e2)

a2(1− e cosE)2(1− e2)

=
h2(1− e2)

a2(1− e cosE)2(1− e2)
−

h2(1− e2 cos2 E)

a2(1− e cosE)2(1− e2)

= −
h2e2

(
1− cos2 E

)
a2(1− e cosE)2(1− e2)

(2.42)

ṙ =
dE

dt

d

dE

(
a(1− e cosE)

)
= Ė ae sinE (2.43)

ṙ2 = Ė2 a2e2 sin2 E (2.44)

これらの式より、

Ė2 a2e2
(
1− cos2 E

)
=

h2 e2
(
1− cos2 E

)
a2(1− e cosE)2(1− e2)

(2.45)

つまり

Ė2 =
h2

a4(1− e cosE)2(1− e2)
(2.46)

Ė > 0に軸を取るとすると、

Ė =
h

a2
√
1− e2 (1− e cosE)

(2.47)

=
n

1− e cosE
(2.48)

を得た。最後の変形は平均運動 (2.22)を用いた。

また E と f の関係は式 (2.36)と二体問題の円錐方
程式 (2.17)から

cos f =
cosE − e
1− e cosE (2.49)

これにより、周期 P とオフセット t0 が分かれば時

間 tからmean anomaly M か計算でき、数値計算で

式 (2.40) を解くことで E が、さらに式 (2.49) から
true anomaly f を求めることができる。

Newton-Raphson法により式 (2.40)を解く
非線形方程式 f(E) = 0 は数値的に求めるこ

とが必要である。このための方法の一つとして

Newton-Raphson 法を紹介する。Newton-Raphson
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図2.4 Newton-Raphson法の概念図。

法は図2.4にしめすように、まず初期値 E1 から初め

て、f(E1)に接する直線を求め、その直線と原点との

交点を解析的に求め E2 とする。この手続きを n 回

繰り返すという手順である。i番目の手続きでは接線

(つまり f(E)を Ei でテイラー展開した一次の項まで

の近似式)は

y = f(Ei) + f ′(Ei)(E − Ei) (2.50)

となることから

Ei+1 = Ei +∆Ei (2.51)

∆Ei ≡ −
f(Ei)

f ′(Ei)
(2.52)

となる。∆Ei を i 番目の更新項 (update term) と
よぶ*1。この手続きを収束条件の判定値を ϵ として

|Ei+1 − Ei| < ϵとなるまで繰り返し、条件を満たし

た Ei を近似解とすればよい。

式 (2.50) の計算には f の微分が必要である。式

(2.40)より

f ′(E) = 1− e cosE (2.54)

である。

*1 単に f(E) をテイラー展開して１次まで残した近似を用い
て解を更新していくとみることもできる。すなわち

f(E) ≈ f(Ei) + f ′(Ei)(E − Ei) = 0 (2.53)

の解を Ei+1 として、繰りかえすことに対応している。

図2.5 重心 oと各ベクトルの定義。

二次最適化としての Newton法 †

コスト関数 Q(x) を最小にする x = x∗ を求める最適
化問題

x∗ = minimizex Q(x) (2.55)

の解法として、停留点条件 dQ(x)/dx = 0 を Newton-
Raphson 法で求めることができる。この場合、f(x) =

Q′(x) として、式 (2.51)を用いると、更新式は

xi+1 = xi +∆xi (2.56)

∆xi ≡ −
Q′(xi)

Q′′(xi)
(2.57)

となり、Q(x)の二回微分が必要であることから、二次の
最適化と呼ばれる。ちなみに最適化の文脈では Raphson
が省略され、単に Newton法と呼ばれることが多い。
一般に多次元の Newton 法も同様に構成できる。多次元
のテイラー展開より

f(x) ≈ f(xi) + J(xi)(x− xi) = 0 (2.58)

をみたす xが次の更新点となるので、

xi+1 = xi +∆xi (2.59)

∆xi ≡ −J−1(xi)f(xi) (2.60)

となる。ただし J(xi)はヤコビアンである。

2.4 視線速度

太陽系外惑星は、惑星の公転による恒星の視線速度

方向の変化を、恒星スペクトルのドップラーシフトを

通じて検出することで初検出された。

惑星による恒星の視線速度変動を考える。二体の

場合、恒星の視線速度は恒星と惑星の重心から測っ
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たベクトルの運動の視線速度が観測される。そこで、

図2.5のように惑星 p、恒星 ⋆とその重心 oをおく。主

星、惑星質量をそれぞれM⋆、Mp とし、主星と惑星

の位置を r⋆, rp とする。この系の重心 ro は

ro =
M⋆r⋆ +Mprp
M⋆ +Mp

(2.61)

である。重心から測った主星と惑星の位置 r̂⋆ = r⋆−ro,
r̂p = rp − ro、また主星から惑星に向かうベクトルを
r̂ = r̂p − r̂⋆ と定義する。

M⋆r̂⋆ +Mpr̂p =M⋆r̂⋆ +Mp(̂r⋆ + r̂) = 0 (2.62)

であるから

r̂⋆ = − Mp

M⋆ +Mp
r̂ (2.63)

である。

まず、観測者から恒星への位置ベクトルは重心まで

の位置ベクトル ro を用いて

r⋆ = ro + r̂⋆ (2.64)

である。恒星は惑星と反対に動くので、視線方向を Z

軸の反対向きにとり、半時計回りを保つために Ω = π

ととるとしよう。この場合、恒星の視線速度はこの時

間微分の Z 方向への単位ベクトル eZ と内積をとっ
たもの を符号反転させたものだから、

vr = Vsys− ˙̂r⋆ · eZ (2.65)

ここに Vsys ≡ −ṙo · eZ は系全体の視線速度である。
式 (2.63)より、

vr = Vsys +
Mp

M⋆ +Mp

˙̂r · eZ (2.66)

と変形できる。この r̂ は、二体問題の r に対応させ
れば、そのまま定式化を用いる事ができる。すると
˙̂r⋆ · eZ は、三次元座標系の Z 成分の時間微分 Ż に対

応する事になる。すなわち式 (2.28)を用いて

vr = Vsys +
Mp

M⋆ +Mp
Ż (2.67)

となる。

Ż =
d

dt
[r sin i sin (f + ω)]

= ṙ sin i sin (f + ω) + rḟ sin i cos (f + ω) (2.68)

である。

式 (2.31)と rḟ = h/r と Conic方程式 (2.17)をも
ちいて、

vr = Vsys +
Mp

M⋆ +Mp

h sin i
a(1− e2)

[e sin f sin (f + ω)

+ e cos f cos (f + ω) + cos (f + ω)] (2.69)

= Vsys +
Mp

M⋆ +Mp

h sin i
a(1− e2)

[cos (f + ω) + e cosω]

(2.70)

となる。

♣

sin f sin (f + ω) + cos f cos (f + ω) =

cos (−f) cos (f + ω) − sin (−f) sin (f + ω) =

cos (−f + f + ω) = cosω

もしくは hを陽に書き下すと

vr = Vsys +K⋆ [cos (f + ω) + e cosω] (2.71)

K⋆ ≡
Mp sin i√
1− e2

√
G

(Mp +M⋆)a
(2.72)

が二体問題の視線速度カーブとなる。また視線速度変

動のオーダーは

K⋆ ∼ 30m/s Mp sin i
MJ

(
M⋆

M⊙

)−1/2 ( a
au

)−1/2

(2.73)

= 130m/s Mp sin i
M⊕

(
M⋆

M⊙

)−1/2 ( a

0.05au

)−1/2

(HJ)

= 0.1m/s Mp sin i
M⊕

(
M⋆

M⊙

)−1/2 ( a
au

)−1/2

(Earth)

となる。また、この視線速度変動に対応するドップラ

ーシフトは

∆λ

λ
∼ K⋆

c

= 10−7Mp sin i
MJ

(
M⋆

M⊙

)−1/2 ( a
au

)−1/2

(2.74)

となる。現在の高分散分光器の分解能は R ∼ 105 で

あるので、多数の分子吸収線（と光子数）をもちいて

S/N をブーストすることが重要となる。またプラク
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ティカルには、ヨードセルや周波数コムを用いた波長

較正の安定化が重要である。

♣

K⋆ ∼
Mp sin i

M⊙

(
M⋆

M⊙

)−1/2
√

GM⊙

a

=
Mp sin i

M⊙

(
M⋆

M⊙

)−1/2
√

2GM⊙

c2
1

2a
c

=
MJ

M⊙

Mp sin i

MJ

(
M⋆

M⊙

)−1/2√ rg

2au
au
a

c

= 10−7c
Mp sin i

MJ

(
M⋆

M⊙

)−1/2 ( a

au

)−1/2

= 30m/s Mp sin i

MJ

(
M⋆

M⊙

)−1/2 ( a

au

)−1/2

時間の関数としての視線速度カーブ

さて、実際の観測では時間の関数として測定値が得

られるので、この解を時間の関数で書きたい。時間 t

から周期が分かるとmean anomaly M かわかる。M

から eccentric anomaly E は式 (2.40)を数値的に解
く。これらにより、式 (2.71) を数値的に時間で書き
なおす事ができる。このように視線速度カーブから求

まる物理量は式 (2.71)から Vsys,K⋆, e, ω である。ま

た f に関係して周期 P と位相量（時刻のオフセット）

も推定するパラメタとなる。図2.6は幾つかの視線速
度カーブと対応する楕円軌道を書いたものである。ケ

プラー第二法則より天体が近点付近に来た時に急速

に視線速度カーブが変化するのをイメージできるだ

ろう。

Binary Mass Function †

そもそも視線速度解析は恒星惑星系以前に連星系で発展
してきた。この場合、Mp ≪ M⋆ は成り立たない。式
(2.72)を、⋆→ 1と p→ 2で書き直し、ケプラー第三法
則 (2.19)を用いて、右辺に観測量だけ、左辺に物理パラ
メタとわけて書くと

f ≡
M3

2

(M1 +M2)2
sin3 i =

PK3
1

2πG
(1− e2)3/2 (2.75)

のようになる。この f が、一般の質量比の場合、星 1の視
線速度カーブの観測量 K1、e、P のみからわかる量であ
る。この f を binary mass functionと呼ぶ。

0 2 4 6 8 10 12
3

2
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1

2

3

no
rm

al
ize

d 
RV

e = 0
e = 0.5

e = 0.8

0 2 4 6 8 10 12
Mean anomaly
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1
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2

3
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図2.6 視線速度カーブ (左) と対応する軌道（右）。
上段は ω = π/6, 下段は ω = π/2 である。線種は

黒実線が e = 0、黒点線が e = 0.5、灰色実線が

e = 0.8に対応している。右の楕円は i = π/2の時

に軌道を上から見たものに対応し、下から上むきに

視線方向をとると、視線速度カーブの恒星軌道、上

から下向きにとると惑星の軌道に対応する。

また、逆に

K1 = 29.8 [km/s] sin i
√
1− e2

(
M2

M1 +M2

)
×
(
M1 +M2

M⊙

)1/3 ( P

1yr

)1/3

(2.76)

とスケーリングされた式を用いると、連星系の場合の検出
可能性の見積もりに便利である。この 29.8 km/sという
値は地球の公転速度に一致している。

2.5 アストロメトリ

視線速度変動は 3次元ケプラー運動の Ż 成分の運

動情報を用いていた。アストロメトリは天球上の星の

位置を計測する手法であるから、(X,Y ) 成分の運動
情報を用いることになる。固有運動・パララックスを

補正後の二体運動による恒星の位置は、観測者から恒

星までの距離を d として、観測量である角度 (離角)
としてあらわすと

θ =
r̂⋆
d

= − Mp

M⋆ +Mp

r̂

d
(2.77)
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に二次元射影となる。すなわち式 (2.28)より、

θx = − Mp

M⋆ +Mp

X

d
= − Mp

M⋆ +Mp

r

d

× [cos
(
f + ω

)
cosΩ− sin

(
f + ω

)
cos i sinΩ]

(2.78)

θy = − Mp

M⋆ +Mp

Y

d
= − Mp

M⋆ +Mp

r

d

× [cos
(
f + ω

)
sinΩ+ sin

(
f + ω

)
cos i cosΩ]

(2.79)

となる。この解は (i→ π−i, f → 2π−f , ω → 2π−ω)
の変換に不変であり、これはアストロメトリのみでは

惑星が近づいているのか遠ざかっているのかはわか

らない。
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第 3章

運動の推定

第2章では系外惑星の運動に関する観測量の物理モ
デルを扱った。これらはすべて１次元の時系列データ

である。本章では一次元の時系列データから、物理モ

デルと統計モデルを組み合わせることでの内部パラ

メタである系外惑星の物理量の推定を行う。観測デー

タ dと理論モデル f との比較により以下のようなこ

とが得られる。

1. ある理論モデル f は観測データを説明できるモ

デルかどうか知る

2. ある理論モデル f が正しいとしたとき、そのモ

デル内に含まれるパラメタ θ をデータ dにもと

づいて決定・推定する (パラメタ推定)
3. 複数のモデルが存在するときにどちらのモデル
が観測 dをよく説明できるか (モデル選択)

モデル選択はいろいろ大変なので、ここではパラメタ

推定について考える。

ここでは例として以下にあげる視線速度の観測デ

ータと理論モデルの比較を行う。この場合、d は rv
データ列を並べたベクトルと考えればよく、各要素

di はこれに対応する時間 ti を通じて、理論モデルと

比較可能となる。理論モデルは式 (2.71) である。パ
ラメタベクトルは θ = (Vsys,K⋆, e, ω, T0, P ) である

ことがわかる。

視線速度の生データ d

https://github.com/HajimeKawahara/class25
を参照

3.1 点推定と最適化

パラメタ θ を内部に持つモデル f(θ) とデータ d

を何らかの手段で比較することで、一つのパラメタを

選択するるパラメタ推定を点推定という。もし、デー

タに誤差が全く含まれていなかったら

d− f(θ) = 0 (3.1)

となる θを探せばよいだろう。しかし、通常、データ

には観測誤差が含まれていて、このような式を満たす

θ は通常見つからない。すなわち

d = f(θ∗) + ϵ (3.2)

のようにかける。この式は、モデル f が正しく、かつ”
正しい”パラメタ θ∗ が存在し、残差ベクトル ϵが観

測誤差のみに由来しているということを含意してい

る。観測誤差を扱う形で理論構成を行うには、観測誤

差を生成する確率モデルが必要であることがわかる。

たとえば、ϵが独立のゼロ平均の正規分布に従うとき、

ϵi ∼ N (0, σ) (3.3)

とかける。もしくはもっと簡潔に物理モデル f(θ∗)

は確率モデルの平均値であるとして

di ∼ N (fi(θ
∗), σ) (3.4)

という理論モデル構成を行うことができる。

さてこの議論でわかるのは、観測データと理論モデ

ルを比較する、といったときの理論モデルとは、f だ

けではなく確率モデルも指定しないとならない。図式

的に書くと
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実証可能な理論モデル

実証可能な理論 = 物理・化学モデル＋確率
モデル

通常、理論天文学では物理・化学モデルを重視しす

ぎるあまり確率モデルをおろそかにしがちである。ま

た観測天文学では物理・化学モデルを固定しがちであ

る。確率モデルの構成は、実際的な問題として計算量

が多く、近年までは簡単には扱えなかった。しかし、

最近は計算機の進歩とベイズ統計手法の進歩でこれ

に対処できるようになってきた。

さて、点推定に戻る。データ間の相関誤差がある場

合も多いが、これはガウス過程によるモデリングに譲

るとして、今は独立に誤差が入っているとしよう。さ

らにその誤差がどのデータ点に対しても同じ σ のガ

ウシアンだとする。この場合、θ をもつモデル f(θ)

が dを生じさせる確率は

p(d|θ) =
N∏
i=1

N (fi(θ), σ) (3.5)

∝ exp
(
−
∑N

i=1(fi(θ)− di)2

2σ2

)
(3.6)

となる。これは尤度関数 (likelihood)である。尤度を
最も大きくする θ を点推定値として採用する方法を

最尤法という。この場合、

θ∗ = minimizeθ L2(θ) (3.7)

L2(θ) =

N∑
i=1

(fi(θ)− di)2 (3.8)

という最適化問題をとけばよいということになる。こ

れは最小二乗法そのものである。すなわち最小二乗法

は、誤差が独立なガウシアンであると仮定したときの

最尤推定と一致する。

最小二乗法による点推定の仮定をもう少しゆるく

したものが、χ2 最小化である。これは、各データ点の

σi が既知だとして

p(d|θ) ∝ exp
(
−

N∑
i=1

(fi(θ)− di)2

2σ2
i

)
(3.9)

となることより、

θ∗ = minimizeθ χ2(θ) (3.10)

χ2(θ) =

N∑
i=1

(fi(θ)− di)2

2σ2
i

(3.11)

の最適化問題を解くというものである。

3.2 最適化問題と自動微分

さてここまでの議論から、点推定の実際的な問題系

は最適化問題であるということがわかる。非線形モデ

ルの最適化問題をとくには、以前見た二次最適化とし

ての Newton法や、その発展である準ニュートン法、
諸先生方が Numerical Recipes を熟読しながら実装
したマルカート法、もしくはアメーバー法としてしら

れる勾配を用いない Nelder-Mead法など多種多様な
方法がある。

しかしここでは、自動微分を用いた一次の最適化を

考える。これはパラメタ数が多いと二次最適化はヘッ

シアン計算に律速されるためである。そのためニュー

ラルネットなどの機械学習モデルは一次最適化を用い

ることが多い。一次最適化の基本は最急降下法であり

θ(k) = θ(k−1) − γ ∂

∂θ
f(θ) (3.12)

のように、最も急な坂を下っていく方法である。最急

降下法だと行き過ぎることがおおいので、さまざまな

モーメントをつけて落ちやすくする。代表的な方法は

ADAM[13] であるがここではアルゴリズムの詳細に
は踏み入れない。

一次最適化では、モデルのパラメタによる微分が

必要である。数値的に微分値を求めるにはおおま

かに４つの方法がある。一つ目は手で微分 (manual
differentiation)をし、結果をコーディングすることで
ある。これはモデルが複雑になってくると破綻しがち

であり、またフレキシビリティの観点からもモデルの

継続的な改良を妨げる。次に mathematica等による
symbolic differentiation を用いて手で微分する代わ
りに微分結果を得てコーディングすることが考えられ

る。これは mathematica等を用いたことのある方な
らばわかると思うが、モデルが複雑になってくると膨

大な項数の結果が排出されるので、やはりフレキシビ
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図3.1 一次最適化の例。

リティの観点からは難点がある。次に、数値微分を行

うことが考えられる。数値微分はモデルが複雑になっ

てくるとエラーがたまりやすい。そこで機械学習分野

などで用いられているのが JAX/tensorflow/pytorch
などで用いられている、自動微分である。コーディン

グできるモデルは通常、様々な微分の既知である関数

（ここでは要素関数と呼ぼう）の加減乗除の組み合わ

せでできている。そこで、自動微分では、連鎖則が成

り立つように各要素関数

x :→ f(x) (3.13)

を関数のアウトプットとその微分値の情報を出力す

るように拡張する。また微分の加乗除の演算規則がな

りたつように演算を定義する。自動微分の実装法とし

ては JAXでは Jacovian Vector Product (JVP)を用
いたものが使用されている。しかしここではイントロ

ダクションとしてより説明が容易な、双対数を用いた

方式を使用して自動微分を解説しよう。

双対数 (dual number)、z ∈ k[ϵ]/⟨ϵ2⟩*1は a, b ∈ R

*1 多項式環の商環のことをしめしている。詳しくはたとえば雪
江明彦「環と体とガロア理論」などを参照。

にたいし、

z = a+ bϵ (3.14)
ϵ2 = 0 (3.15)

となる数である。複素数は i2 = −1 であったのが
ϵ2 = 0 となったと考えればよい。変数 x の拡張と

して実部 a に x を、非実部 b に x′ を割り当てると、

z = f + f ′ϵ, w = g + g′ϵに対し、可算・乗数・除算

はそれぞれ

z + w = (f + g) + (f ′ + g′)ϵ (3.16)
zw = fg + (f ′g + fg′)ϵ (3.17)

z/w =
f

g
+
f ′g − fg′

g2
ϵ (3.18)

となる。これは実部に関して通常の、また非実部に関

して微分の加乗除則と同じであることを示している。

次に連鎖則を実現するには関数 x :→ F (x)を

x+ x′ϵ :→ F (x) + F ′(x)x′ϵ (3.19)

と拡張すればよい。ここで F (x)を元の関数、双対数

をもつ拡張された関数を F̂ (x + x′ϵ)と分けて表記す

る。すると式 (3.19)は

F̂ (x+ x′ϵ) = F (x) + F ′(x)x′ϵ (3.20)

と書ける。さて連鎖則 G(F (x))の拡張は

Ĝ(F̂ (x+ x′ϵ)) = Ĝ(F (x) + F ′(x)x′ϵ) (3.21)
= G(F (x)) +G′(F (x))F ′(x)x′ϵ(3.22)

となり、実部は通常の合成 (G(F (x))) が、非実部は
連鎖則 G′(F (x))F ′(x)x′ = dG

dF
dF
dx x

′ が実現されてい

るのが確認できる。

ミニマム自動微分実装

というわけで小さな自動微分を Python で実装し
てみよう。ここで解きたい問題を

F (x) = log (cosx sinx) + sinx (3.23)

の x = 1で微分 F ′(1)とする。さらにその合成関数

G(x) = F (F (x)) (3.24)

の x = 1での微分G′(1)も求めたい。式 (3.24)を手で
微分するのは大変であるし、symbolic differentiation
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の結果も長大である。しかし自動微分ならばかなりす

っきりしたコードになる。

まず関数 (3.23) に存在する演算は可算と乗算であ
るので、式 (3.16)、(3.17)に対応した双対数の可乗算
を定義する。

1 def mul(x, y):
2 a, b = x
3 c, d = y
4 return a*c, a*d + b*c
5

6 def add(x, y):
7 a, b = x
8 c, d = y
9 return a + c, b + d

ここに x, yはそれぞれ双対数である。次に関数 (3.23)
に存在する要素関数は sinx、cosx、logxである。式
(3.20)を実装するには、双対数の実部と非実部をペア
(a, b)の形式であらわすと、関数 F (x)に対し

(x, dx)→ (F (x), F ′(x)dx) (3.25)

となるように入出力を与えればよいことがわかる。

そこで

1 import numpy as np
2 def cos(x):
3 a, b = x
4 return np.cos(a), - np.sin(a)*b
5

6 def sin(x):
7 a, b = x
8 return np.sin(a), np.cos(a)*b
9

10 def log(x):
11 a, b = x
12 return np.log(a), b/a

これで終わりである。あとは

1 f = lambda x:
2 add(log(mul(cos(x),sin(x))),sin(x))

3 df = lambda x: f([x,1.0])
4 df(1.0)

とすれば (F (1), F ′(1)) が (0.05324076815279066, -
0.37501280285243144)と求まる。G′(x)も簡単で、

1 g = lambda x: f(f(x))
2 dg = lambda x: g([x,1.0])
3 dg(1.0)

と す る だ け で (-2.8816056725768977, -
7.391555094461485) と 求 ま る。 以 上 の 例 か ら
わかるように自動微分の実際の計算には代数計算を

用いているため数値微分に比べて誤差の蓄積は少な

い。またフレキシブルにコーディングが可能である。

ここでは自分で実装してみたが、実際には JAXや
pytorch, Enzyme.jl などの自動微分パッケージを利
用することになるだろう。さらに自動微分は、次に示

すベイズ統計的なパラメタ推定でも威力を発する。こ

のようにコードをエンドトゥーエンドで微分可能にし

ておくプログラミングを微分可能プログラミング と

いう [3]。

3.3 ベイズの定理

ベイズの定理（Bayes’ theorem）とは、事象 A が

起こる条件のもとで、別の事象 B が観測される確率

を示す定理である。これは条件付き確率に関する基本

的な関係式として知られている。

ベイズの定理を数式で表すと、以下のようになるの

である。

p(A | B) =
p(B | A) p(A)

p(B)
.

ここで、

• p(A | B) は「B が起きたときに A が起こる確

率」である。

• p(B | A) は「A が起こったときに B が起こる確

率」である。

• p(A) は「A が起こる確率」である。

• p(B) は「B が起こる確率」である。
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ベイズの定理は、事象の背後にある確率的関係を逆

方向から考察する際に極めて有用である。すなわち、

ある観測結果 B から原因候補 A の確率を更新する

方法を示してくれる。特に統計的推測や機械学習の分

野において、事前確率（prior probability）を観測デ
ータから得られる情報によって事後確率（posterior
probability）へと更新する根幹となる理論として広
く用いられる。

証明は以下のとおりである。まず、条件付き確率の

定義から、

p(A | B) =
p(A ∩B)

p(B)

が成り立つ。一方、A が起きたときに B が起こる確

率を示す条件付き確率の定義より、

p(A ∩B) = p(B | A)p(A)

となる。これを上式に代入すれば、

p(A | B) =
p(B | A) p(A)

p(B)

が得られる。

天文学の推定のコンテクストでは、Aをモデルの内

の推定するパラメタ θ で、B を観測データ dとおく

ことで事後確率を

p(θ | d) = p(d | θ) p(θ)
p(d)

.

と表して用いることが多い。すなわち p(d | θ) は点
推定の時にも表れた尤度であり、p(θ) はパラメタの

事前分布である。p(d)は Evidenceと呼ばれる量であ
り、モデル間比較の時には必要になるものの、θ に依

存しないため、パラメタ推定の時には計算の必要が

ない。

レアイベント探査 ‡

ベイズの定理を日々の天文学研究に応用してみよう。天文
学では大量のデータからレアなイベントを探すことが行
われる。これを一般にレアイベント探査とよぼう。今、レ
アイベントを検出する何らかのアルゴリズムを開発して
いるとする。
レアイベント検出アルゴリズムの性能を
感度：レアイベントを、アルゴリズムがレアイベントを検
出したと判定する確率：p(+|R) = a = 0.5

特異度：非レアイベント（以降、ゴミと略記)を、アルゴ

リズムがゴミと判定する確率：p(−|R) = b = 0.999

事象：R=レアイベント、R= ゴミ
事象に対するアルゴリズムの判定：+ = アルゴリズムが
レアイベントと判定、− = アルゴリズムがゴミと判定
とする。
ここからレアイベント判定されたものが、実際にレアイベ
ントである確率 (ここでは簡単に検出確率とよぼう)をレ
ア度 x = p(R)の関数として求めてみよう。

f(x, a, b) ≡ p(R|+) =
p(+|R)p(R)

p(+)

=
p(+|R)p(R)

p(+|R)p(R) + p(+|R)p(R)

=
p(+|R)p(R)

p(+|R)p(R) + [1− p(−|R)][1− p(R)]

=
ax

ax+ (1− b)(1− x)
(3.26)

レア度が x = 10−4 のとき、つまりレアイベント
が 10,000 個に 1 個の場合、検出確率は p(R|+) =

f(10−4, 0.5, 0.999) ∼ 0.05 である。この時、まだ 50%
しかないアルゴリズムの感度を上げる努力をすべきか、そ
れともすでに 99.9%もあるアルゴリズムの特異度をさら
に上げて、ゴミ判定力を強化すべきか？
感度をあげる努力をして、半分しかなかった感度が完璧
にレアイベントを検出できるもの、すなわち a = 0.5 か
ら a = 1 になった場合を考える。このとき検出確率は
p(R|+) = f(10−4, 1, 0.999) ∼ 0.09 となる。元の２倍
程度、9%の検出確率である。
次にゴミ判定力を向上させ、特異度を b = 0.999 から
0.9999とし、10倍ゴミを排除できるようにした場合の検
出確率は p(R|+) = f(10−4, 0.5, 0.9999) ∼ 0.33 とな
り、検出確率は 1/3くらいにまで上昇する。
これは、イベントが非常にレアで、1 - 特異度（ゴミをレ
アと誤判定してしまう確率がレア度より大きい場合、つま
り x≪ 1− bの場合に対応し、この場合、

f(x, a, b) =
ax

ax+ (1− b)(1− x)

≈
ax

ax+ (1− b)
=

r

r + 1
∼ r (3.27)

r ≡
ax

1− b
(3.28)

となっているので、検出確率を上げるには、通常は既にオ
ーダー 1となっている感度ではなく、1 - 特異度をレア度
（もしくは特異度をゴミ度）に近づける努力のほうが有効
である、ということになる。

*2

*2 (つぶやき) レアイベント探査の特性
レアイベント探査では (1 - 特異度)、つまり、ゴミをレア

と誤判定してしまう確率を、レア確率 xになるべく近づける
努力が重要である。これはゴミについて知れ、という意味で
あり、モチベーションと相反する。通常、レアイベント探査
はレアイベントに興味がある人が行うのであり、ゴミに興味
がある人が行うのではない。しかしレアであればあるほど、
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3.4 マルコフ鎖モンテカルロ

実際には、尤度関数と事前分布が与えられた場合で

あっても、解析的にベイズの定理を適用して事後確率

を求めることは困難である。天文学データと理論モデ

ルを結び付けるための実際の道具がマルコフ鎖モン

テカルロ (MCMC) である。MCMC は、尤度関数・
事前分布が与えられた時に、そこから計算される事後

確率分布から抽出したサンプリングをモンテカルロ

法的に得るアルゴリズムである。

代表的な MCMC のアルゴリズムである Random
Metropolis-Hasting (MH) algorithmでは、まず初期
値として θ0 をセットした後に、以下の手続きを繰り

返すことで、事後確率 p(θ|d)の定常過程に収束させ
る。そして事後確率の実現値として、この定常過程か

ら {θN ,θN+1, ..., θM}がサンプリングされる。

• (1) i-番目の値を θi とする。θi から、次のサンプ

リングの候補 θ̂i+1 (まだ候補なのでハットをつ
けている)をある確率分布 q(θ̂i+1|θi) (提案分布)
に従うようにランダムに生成する。ここに qはど

んな分布でも良い。

• (2) 確率 r で θ̂i+1 を accept する。その場合、
θi+1 = θ̂i+1 となる。

ここに

r(θi, θ̂i+1) = min
[
1,
p(θ̂i+1|d)q(θi|θ̂i+1)

p(θi|d)q(θ̂i+1|θi)

]
(3.29)

であり、この値をMetropolis ratioと呼ぶ。このよう
に次の確率が一つ前の結果だけに依存する離散的な

イベント検出の部分は適当でよくなり、ゴミ判定についてよ
りシビアなアルゴリズムを作らないとならない。
これまでのサーベイで探索していたレア度のものの 100
倍レアなものを見つけるためには、100倍のサーベイボリュ
ームにするだけでは不十分である。ゴミをレアと誤判定して
しまう確率も 1/100にしなければならず、そのためにはサ
ーベイの精度（ゴミの意味での精度）も 100 倍良くしない
とならないかもしれない（元のサーベイのレアイベントがギ
リギリ見つかっていた場合）。
また同じレア度のものをサーベイボリュームを 100 倍に
しても、1 - 特異度（ゴミをレアと誤判定してしまう確率）
が上がってしまうと 100 倍の数は見つからない。データの
問題で 1 - 特異度が 100 倍悪くなってしまうと、サーベイ
ボリュームの増加によるゲインはなくなる。

確率過程をMarkov chainとよぶため、これらの手法
は Markov Chain Monte Carlo (MCMC) と呼ばれ
る。さて、式 (3.29) の右辺の中を計算するときにベ
イズの定理を用いる。すなわち

r(θi, θ̂i+1) = min
[
1,
L(θ̂i+1)p(p̂i+1)

L(θi)p(θi)

]
(3.30)

のように尤度と事前分布を与えれば r(θi, θ̂i+1) を計

算できることがわかる。ただしここで提案分布は対

称、すなわち q(θi|θ̂i+1) = q(θ̂i+1|θi)となるもの、例
えばガウシアンなど、を選んだとしている。

さて上の手続きで定常分布が成り立ち、かつそれ

が p(θ|d)となることを示そう。i番目で p(θi|d)に従
っているとして、その確率分布が、手続きにより確

率 p(θi+1|θi) で θi+1 を生成するとき、i + 1 番目で

θi+1 は

p(θi+1) =

∫
p(θi+1|θi)p(θi|d)dθi (3.31)

の確率に従うであろう。定常分布であるためにはこの

p(θi+1)が再び p(θi+1|d)と一致すれば良い。このた
めに必要な条件が詳細釣り合い条件

p(θi+1|θi)p(θi|d) = p(θi|θi+1)p(θi+1|d) (3.32)

である。詳細釣り合いが成り立てば、

p(θi+1) =

∫
p(θi+1|θi)p(θi|d)dθi

=

∫
p(θi|θi+1)p(θi+1|d)dθi = p(θi+1|d)

(3.33)

となる。

さて、MH algorithmでは θi から θi+1 が生成され

る確率は

p(θi+1|θi) = r(θi,θi+1) q(θi+1|θi) (3.34)
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であるため、

p(θi+1|θi)p(θi|d) = r q(θi+1|θi)p(θi|d)

= min
[
1,
p(θi+1|d)q(θi|θi+1)

p(θi|d)q(θi+1|θi)

]
q(θi+1|θi)p(θi|d)

= min [q(θi+1|θi)p(θi|d), p(θi+1|d)q(θi|θi+1)]

= min
[
p(θi|d)q(θi+1|θi)
p(θi+1|d)q(θi|θi+1)

, 1

]
q(θi|θi+1)p(θi+1|d)

= r(θi+1,θi)q(θi|θi+1)p(θi+1|d)
= p(θi|θi+1)p(θi+1|d) (3.35)

となり、たしかに詳細釣り合いが成り立っていること

が確かめられる。ただし、初期条件として適当な θ0 か

ら始めるが、Markov chainの最初の部分は初期条件
に依存しているので解析から除くことが必要である。

3.5 ハミルトニアン・モンテカルロと自
動微分

random MH の問題点は提案分布によるランダム
な移動を伴うため、高次元で棄却率が高くなってし

まう点である。ハミルトニアンモンテカルロ (HMC)
は、求めたいパラメタ θに対し、対応する “運動量”p
を導入し、ハミルトニアン保存を利用して棄却率を下

げる手法である。ここでポテンシャルエネルギー U

と運動エネルギーK を

U(θ) = − log p(θ|d) (3.36)

K(p) =
1

2
p⊤Mp (3.37)

とする。ここにM はmass matrixとよばれる正定値
行列である。ハミルトニアンを

H(θ,p) ≡ U(θ) +K(p) (3.38)

と定義し、同時確率分布を

p(θ,p|d) = e−H(θ,p) = p(θ|d)p(p) (3.39)

p(p) = exp
(
−1

2
p⊤Mp

)
(3.40)

とする。つまり mass matrix はガウシアンの共分散
の逆数M = Σ−1 であることになる。(θ,p)がハミル

トン方程式に従うとすると、ハミルトニアンは時間保

存量となる。すなわち

θ̇ =
∂H(θ,p)

∂p
=
∂K(p)

∂p
(3.41)

ṗ = −∂H(θ,p)

∂θ
= −∂U(θ)

∂θ
(3.42)

ならば、

Ḣ =

D∑
i=1

[
∂H(θ,p)

∂pi
ṗi +

∂H(θ,p)

∂qi
q̇i

]
(3.43)

=
∂H(θ,p)

∂θ
θ̇ +

∂H(θ,p)

∂p
ṗ = 0 (3.44)

となる。

さてここでメトロポリス・ヘイスティングの受容率

(3.29)は

r(θi, θ̂i+1) = min
[
1,
p(θ̂i+1, p̂i+1|d)
p(θi,pi|d)

]
(3.45)

= min
[
1, eH(θi,pi)−H(θ̂i+1,p̂i+1)

]
(3.46)

となる。つまり力学計算を精度良く行い、ハミルトニ

アンがほぼ保存すれば、受容率はほぼ 1となる。最終
的に p(θ,p|d)のサンプリングが行われれば、pにつ

いて周辺化すれば p(θ|d)のサンプリングが得られる
ことに注意する。

詳しく解説はしないが、力学計算は Leap-frogを用
いて行う。この際、U(θ)の θ による勾配が必要であ

る。これは尤度 p(d|θ)の θ 微分が必要である。尤度

関数の中にモデルが含まれることから、最終的にモデ

ルの θ が必要であることがわかる。すなわち、HMC
にはモデルの勾配計算が必要である。

数値微分は誤差が蓄積するため、通常、不適である。

また手計算で微分を与えてもよいが、複雑なモデルの

場合、フレキシビリティの観点からも自動微分が用い

られることが多い。つまり HMCを行うためには微分
可能プログラミングでモデルを構築することが肝要

である。

3.6 視線速度カーブからの物理量の推定

ここまでの応用として視線速度カーブのデータ

ti, (vr)i(i = 1, 2, · · · , N)が与えられたときに、物理
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量 (Vsys,K⋆, e, ω, P, T0)を推定してみよう。まず、デ

ータ列の時間 ti のMean anomaly Mi は

Mi = (ti − T0)
2π

P
(3.47)

となる。Newton-Raphson 法で Mi から Ei を求め

ることができる。対応する true anomaly は cos fi,
sin fi は

cos fi =
cosEi − e
1− e cosEi

(3.48)

sin fi =
sinEi

√
1− e2

1− e cosEi
(3.49)

と E と紐付けられる。式 (2.71)より

(vr)i,model =

Vsys +K⋆ [cos fi cosω − sin fi sinω + e cosω]
(3.50)

となる。

確率モデルは、ここでは観測ノイズが独立ガウシア

ンとして

p(d|θ) = N (µ, σ2I) (3.51)
µi = (vr)i,model (3.52)

としよう。この場合、推定するパラメタは θ =

(Vsys,K⋆, e, ω, P, T0, σ) である。これらのパラメタ

の事前分布を設定することで、random MHの場合の
MCMCを行うことができる。

HMC-NUTSの場合、もう少し工夫が必要である。
基本的には上記のモデルを JAX等の微分可能パッケ
ージで書けばよいが、Newton-Raphsonは while文と
収束条件を用いて、F (E,M, e) = E−e sinE−M = 0

を解く場合、そのままでは計算グラフがつながらず微

分可能でない。つまり ∂E/∂M , ∂E/∂eがそのままで

は求まらない。そこで陰関数定理

∂E

∂x
= − ∂F/∂x

∂F/∂E
(3.53)

を用いて、

∂E

∂M
= −∂F/∂M

∂F/∂E
=

1

1− e cosE (3.54)

∂E

∂e
= − ∂F/∂e

∂F/∂E
=

sinE
1− e cosE (3.55)

図3.2 視線速度データのフィット

のように手で導出した微分を自分で定義する。たとえ

ば JAXならば custom_vjpを用いて、外部から微分
を定義することができる。

3.7 ガウス過程 ‡

N 次元ガウシアン分布を

N (x;µ,Σ) ≡ 1√
(2π)N |Σ|

e−(x−µ)⊤Σ−1(x−µ)/2

(3.56)

と表記する。また誤解がない場合、変数 xを略して、

N (µ,Σ) ≡ 1√
(2π)N |Σ|

e−(x−µ)⊤Σ−1(x−µ)/2

(3.57)

のように表記する場合もある。

相関ノイズとしてのガウス過程

ガウス過程は、多変数正規分布

d ∼ N (0,Σ) (3.58)

に従う確率変数 xの確率過程のことである。いま di

は時系列だとして、この多変数正規分布の共分散行列

の各成分が、

Σij = Kij(a, τ) = ak(|ti − tj |; τ) (3.59)

のように、ti と tj の差の絶対値の関数として与えら

れれば、相関長 τ のガウス過程が得られる。カーネル

関数 k(t, τ)としてはいろいろなタイプがありうるが、
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例えば RBFカーネル

kRBF(t; τ) = exp
(
− t2

2τ2

)
, (3.60)

とMatérn 3/2カーネル

kM3/2(t; τ) =

(
1 +

√
3t

τ

)
e−

√
3t/τ . (3.61)

などがある。

このガウス過程にしたがったデータ点をサンプリ

ングしてみると図3.3のようになる。ただしデータに
さらに平均ゼロ、標準偏差 σ のガウスノイズを足し

ている。このノイズを便宜的に観測ノイズと呼んでお

こう。
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t

1

0
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3

4
RBF τ= 0.4

data
GP only

図3.3 ガウス過程からサンプルされたデータ。実線

は σ の観測ノイズなし。

さてこのデータを元に τ、a、σ を MCMC サンプ
リングしてみよう。平均ゼロ、標準偏差 σのガウスノ

イズの観測ノイズを足したということは確率モデル

としては、

d ∼ N (0,Σ′) (3.62)
Σ′ = K(a, τ) + σ2I (3.63)

となる。この Σ′ は RBFカーネルを仮定し、さらに
独立誤差を表す対角項を加える。つまり

Σij(a, τ, sigma) = akRBF(|ti − tj |; τ) + σ2I
(3.64)

となり、共分散はパラメタ (a, τ, σ)を持つ。Exponen-
tial分布 E(x)を用いて事前分布を構成すると、たと

えば事前分布は

p(a) = E(1) (3.65)
p(τ) = E(1) (3.66)
p(σ) = E(1) (3.67)

となり、尤度は

p(d|a, τ, σ) = N (0,Σ(a, τ, σ)) (3.68)

のようにかける。つまりこれでMCMCを回すことが
できる。

HMC でサンプルした事後分布を可視化したもの
が図3.4である。ところで、式 (3.62)という観点のモ
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図3.4

デル化では、x = 0 がモデル平均である。credible
interval を計算したものが図3.5となっているが、こ
のことが直感的にわかる。

モデルとしてのガウス過程

上記のガウス過程による解析は、モデルパラメタ

mの事前分布（プライア）として

p(m) = N (0,Σ) (3.69)

と置き、

di = mi + ϵ (3.70)
ϵ ∼ N (0, σ2) (3.71)
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図3.5

と見ることもできる。ここに ϵは観測ノイズに対応し

ている。もう少しまどろっこしく書くとモデル g を

恒等変換として、

g(m) = m (3.72)
d = g(m) + ϵ (3.73)
ϵ ∼ N (0, σ2I) (3.74)

のように書ける。この場合、尤度関数が

p(d|m) = N (d; g(m), σ2I) = N (d;m, σ2I)
(3.75)

となる。そして、さらにこの事前分布の中にパラメタ

があるという構造となっている。つまり

Σij = ak(|ti − tj |; τ) (3.76)

としていて、このパラメタ a,τ をハイパーパラメタと
いう。そしてハイパーパラメタの事前分布 (超事前分
布またはハイパープライア)をさらに仮定するという
ことに相当する。

ハイパーパラメタを固定した状態では、m の事後

分布を解析的に書けることが知られている。ここでガ

ウス過程の計算法を紹介しよう。まず多変数正規分布

に多変数正規分布をかけても多変数正規分布である。

そこで計算しなくてはならないのは exp のべきの部
分のみである。多変数正規分布の「べき」部分は

− 2 logN (m;µ,Σ) = (m− µ)⊤Σ−1(m− µ)

= m⊤Σ−1m− 2mTΣ−1µ+ const. (3.77)

となっていることに注意すると、もしある多変数正

規分布に従うことがわかっている確率密度分布 p(m)

が

−2 log p(m) = m⊤Pm− 2m⊤q + const, (3.78)

のように書けたとすると、式 (3.77)と比べることで、
この確率密度分布は

p(m) = N (m;P−1q, P−1). (3.79)

であることがわかる。

さて、いま事後分布は

p(m|d) ∝ p(d|m)p(m) = N (d;m, σ2I)N (m;0,Σ)
(3.80)

であるので、この「べき」部分をmについて展開す

ることで、

− 2 log [N (d;m, σ2I)N (m;0,Σ)]

= m⊤(Σ−1 + σ−2I)m− 2σ−2m⊤d+ const.
(3.81)

と書けること、また

(Σ−1 + σ−2I)−1 = Σ(I + σ−2Σ)−1 (3.82)

より

p(m|d) = N (m; Σ(σ2I +Σ)−1d,Σ(I + σ−2Σ)−1)
(3.83)

であることがわかった。

MCMC により τ と σ のサンプリングをすること

ができるが、これらのパラメタの事後分布は何を意味

するか考えよう。これらは今の枠組みではハイパーパ

ラメタとみなせるので、まとめて θ = (a, τ, σ)⊤ をハ

イパーパラメタとおく。ここからは θ も確率に入れ

て考えることにする。さて、今、mについて周辺化し

た尤度

p(d|θ) = p(d|m,θ)p(m,θ)

p(m|d,θ)
(3.84)

はやはり多変数正規分布となるが、また「べき」部分

の dに関する部分だけ考えることにより

− 2 log p(d|θ) =
− 2 log p(d|m,θ) + 2 log p(m|d,θ) + const
= −2 logN (d|m, σ2I)

+ 2 logN (m|Σ(σ2I +Σ)−1d,Σ(I + σ−2Σ)−1)

= d⊤(σ2I +Σ)−1d+ const. (3.85)
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である。よって

p(d|θ) = N (d;0,Σ+ σ2I) (3.86)

となる。Σ = K(τ)とすれば、式 (3.62)と同じである。
すなわち、（超）事前分布として p(θ)を与えた時の周

辺化事後分布

p(θ|d) ∝ p(d|θ)p(θ) (3.87)

をサンプリングしていることになる。

図3.4はハイパーパラメタ τ、σの周辺化事後分布を

示していることがわかった。つまり k = 0, ..., Ns − 1

に対して

θ†
k ∼ p(θ|d) ∝ p(d|θ)p(θ) (3.88)

をサンプリングしたことになる。さて、ではこのサン

プルと式 (3.83)を用いて、

p(m,θ|d) = p(m|θ,d)p(θ|d) (3.89)

であることから

p(m|θ†
k,d) = N (µk,Kk) (3.90)

µk = K(a†
k, τ

†
k)((σ

†
k)

2I +K(a†
k, τ

†
k))

−1d
(3.91)

Kk = K(a†
k, τ

†
k)(I + (σ†

k)
−2K(a†

k, τ
†
k))

−1

(3.92)

からサンプルしたm†
k と θ†

k のセットは

(m†
k,θ

†
k) ∼ p(m,θ|d) (3.93)

とみなせることがわかる*3。

HPDI を計算することで、図3.6の m の credible
intervalが求まる。ここで注意点としては、これはモ
デルmの 90% intervalであり、観測ノイズ部分を含
んだ dの予測ではないという点である。

*3 ハイパーパラメタの点推定（いわゆるmaximum marginal
likelihood=maximum evidence）を用いる方法について
は解説が多くあるが、周辺化事後分布から再サンプリングす
る議論についてはいまのところ文献が見つからない。ベイズ
線形問題＋ガウス過程の枠組みで以前、筆者が議論したこと
があるので参考までに挙げておく [10]。
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図3.6

データ点にない位置の予測

さて、一般に t = t∗ での予測値はどうなるだろう

か？以下では再度ハイパーパラメタを省略して表記

する。まず、m、m∗ がガウス過程に従うとき

p(m∗|m) = N (K⊤
×K

−1m,K∗ −K⊤
×K

−1K×)
(3.94)

である。ここに

Kij = ak(|ti − tj |; τ) (3.95)
(K×)ij = ak(|ti − t∗j |; τ) (3.96)
(K∗)ij = ak(|t∗i − t∗j |; τ) (3.97)

同様に

p(m∗|d) = N (K⊤
×K

−1
σ d,K∗ −K⊤

×K
−1
σ K×)

(3.98)

となる。ここに

(Kσ)ij = ak(|ti − tj |; τ) + σ2δi,j (3.99)

(δi,j はクロネッカーデルタ)。ここで p(m∗|d)はあく
までモデルパラメタとしてのガウス過程の事後分布

なので、観測ノイズの分は考慮されていない。

もし観測ノイズを含んだ予測を行いたいのならば、

d∗ = m∗ + ϵ (3.100)

というモデルに基づき、

p(d∗|d) = N (K⊤
×K

−1
σ d,K∗,σ −K⊤

×K
−1
σ K×)

(3.101)

となるだろう。ここに

(K∗,σ)ij = ak(|t∗i − t∗j |; τ) + σ2δi,j (3.102)
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である。

というわけで、ハイパーパラメタ込みのサンプリン

グで式 (3.98,3.101) のサンプリングを行い Credible
Interval を求める。同様に HPDI を求めたものが
図3.7である。濃い色がm∗の、薄い色が d∗の credible
intervalである。
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図3.7

解析モデルにガウス過程モデルを加える ‡

さて、ここまではモデルとしては平均値がゼロのガ

ウス過程により生成されるモデル

m ∼ N (0,Σ(t)) (3.103)

を考えていた。ここでは一般に平均値が tの関数とな

るガウス過程によりデータが生成される場合を考え

よう。すなわち

m ∼ N (f(t),Σ(t)) (3.104)

の場合を考えよう。ここに f(t)は f(t)に対し、t =

(t0, t1, · · · tN−1)を要素ごとに適用したベクトル版で

ある。ここでは f(t)として

f(t) = ke−(t−T0)
2/2s2 sin (2πt/P ) (3.105)

というものを考えてみよう。上では簡単に f(t)と書

いたが、パラメタを θ = (T0, k, s, P ) として f(t;θ)

という表記も併用する。

式 (3.104)の共分散行列を RBFカーネルとして選
択すると、例えば、図3.8上のようなデータが生成さ
れる。ここで τ = 3であり f(t)より比較的ゆったり

としたトレンドが乗っているのが見て取れるだろう。

このようなモデルを HMCフィットするというのは、
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図3.8 実線は σ の観測ノイズなし。

シグナル f(t)と相関のあるノイズ＋観測ノイズをモ

デル化し、f(t)の持つパラメタを推定したいときに対

応する。

f(t)がわかっている場合、観測ノイズを含まない、

および、含んだ予測は、それぞれ、

p(m∗|d) =

N (f(t∗) +K⊤
×K

−1
σ (d− f(t)),K∗ −K⊤

×K
−1
σ K×)

(3.106)
p(d∗|d) =

N (f(t∗) +K⊤
×K

−1
σ (d− f(t)),K∗,σ −K⊤

×K
−1
σ K×)
(3.107)

となる。f(t) の持つパラメタ θ = (T0, k, s, P ) は

HMC でサンプリングされるから、例えば後者なら、
サンプリングされた各 θ†

k をもちいて

d∗
k ∼ N (µk,Kk) (3.108)

µk = f(t∗;θ†
k) +K⊤

×K
−1
σ (d− f(t;θ†

k)) (3.109)
Kk = K∗,σ −K⊤

×K
−1
σ K× (3.110)

をサンプリングすれば、予測のサンプリングができ

る。というわけで、以下のようにモデル f(t)込みの

GPのフィットを行うことができる (図3.8下)。
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第 4章

系外惑星からのスペクトル

本章では惑星自身のもつ情報が埋め込まれたシグ

ナルの概観を行う。惑星シグナルは、大まかに分ける

と恒星光が惑星大気を透過したもの、惑星からの熱輻

射、もしくは恒星光が惑星により反射されたもののい

ずれかの形態をとる (表4.1)。これらの惑星シグナル
を分光することで系外惑星の大気を調べることがで

きる。いずれの場合も、系外惑星大気を通過する光が、

大気中の分子・原子や雲といった成分によって波長方

向に吸収や散乱といった影響を受けて変化する。その

変化をスペクトルを通じて検出することで大気を理

解するということである。通過する光は上の三つの形

態に応じて惑星自身が放つ輻射光と恒星光の光を利

用する方法に分けることができる。前者は惑星からの

輻射光という意味で今後「輻射光」と略記する。後者

はそれぞれトランジット透過光と反射光であり、この

二者は恒星光に惑星シグナルが刻まれるという意味

でパッシブな手法であるとも見ることができる。

表4.1 スペクトル種類の分類

スペクトル 手法 現在の主な対象

透過光 透過光分光 トランジット系
高分散分光 トランジット系

輻射 二次食分光 トランジット系
直接撮像 若い惑星
高分散分光 明るい系

反射 直接撮像 地球近傍
高分散分光 明るい系

系外惑星分光の最大の問題は、いかに恒星光の影響

を分離・除去し、惑星光のスペクトルを取り出すかと

いうところにある。表4.2に、分離方法に基づいた手
法の分類を示す。まずデータ解析で分離すると手法

は、恒星光と惑星光がまったく分離されていないスペ

クトルを取得し、データ解析的に惑星光を分離する手

法である。トランジット系では、トランジット時の減

光から、惑星の半径が計測できるが、これを波長ご

とに行い、大気情報を得ることができる。この手法

は透過光分光と呼ばれる。トランジット系では、惑星

が恒星の背面に隠れる時に、惑星光が隠された分やは

り減光する。これは二次食と呼ばれ、惑星光の分離に

用いることができる。この二つの手法はトランジット

系のみに用いることができる方法である。次に恒星光

と惑星光が混ざったものに対し高分散分光 を利用し

惑星光を取り出す手法がある。この手法では恒星と惑

星の視線速度差を利用して、惑星由来の成分、具体的

には、惑星大気の分子や原子の吸収線を同定する。こ

の手法は非トランジット系にも適用可能である。最後

に、装置的に恒星光を除去する手法が直接撮像法 で

ある。この手法は、主に恒星光と惑星光の光の強度比

（コントラスト）と恒星と惑星の分離角によって検出

できるかどうかが決まる。分離角は観測者に近いほど

相対的に大きくなるので、地球近傍の惑星系がターゲ

ットとなる。また現在の直接撮像の性能では、コント

ラストが穏やかなものしか検出できないため、惑星が

高温で自ら光っている若い惑星系のみが検出されて

いる。ただし、今後の宇宙直接撮像や地上の装置性能

の向上に伴い、原理的には通常の惑星系でも検出可能

である。

表4.2 系外惑星分光法の分類

分離手段 手法 対称

データ解析 透過光分光 トランジット惑星
二次食分光 トランジット惑星
高分散分光 トランジット or 高温惑星

装置 直接撮像 若い惑星 or 地球近傍
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図4.1 トランジット系の概念図（上）とホットジュ

ピター HAT-P-7b によるトランジット減光曲線の
例 (下)。

4.1 トランジット現象

主星フラックスの変動にも惑星によるシグナルが

含まれる。最も分かりやすいのは主星の前面を惑星が

通過する時にできる陰によるフラックス減少である

トランジット減光である (図4.1)。トランジット系は
逆に惑星が主星の後ろに隠れることによる減光も観

測されている。後者は二次食 (secondary eclipse) と
か単に occlutationと呼ばれている。
惑星がトランジットする確率は、円軌道かつ Rp ≪

R⋆ を仮定すると、図4.2で示された領域であるから

ptra = sin (R⋆/a) ∼
R⋆

a
= 0.005

(
R⋆

R⊙

)( a

1 au

)−1

(4.1)

となり、G 型星まわりのハビタブル惑星だと 0.5 %

である。

図4.2 トランジットして見える立体角方向（帯部

分）。中に恒星と惑星軌道が描かれている。外側の球

の半径は、観測者から惑星系までの距離 dであるの

で、a≪ dと見なせる。するとランダムな視線方向

で帯領域をとる確率は 4π sin θ/(4π) ≈ R⋆/a とな

る。

トランジットライトカーブ

さてトランジットのライトカーブから、系外惑星系

のどういった物理量が分かるのだろうか？まず複数

回のトランジットが観測されれば、

• 公転周期 P

を知ることができる。また、トランジット深さは、

• 惑星半径と恒星半径の比 k ≡ Rp/R⋆

の二乗となるので、この kを知ることができる。トラ

ンジットの継続時間から

• 惑星の通過時間（duration）Ttot

を知ることができる。さらに細かく見ると、もし恒星

が一様に光っているという近似の元では、図4.3aに示
されるように、ingress・egress時もわかる。つまり惑
星が恒星に入るとき出る時に、惑星が恒星に入り始め

てから、完全に出るまでの時間 tT と、惑星が完全に
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図4.3 トランジットライトカーブの幾何。aは恒星
が一様に光っている場合のライトカーブ。実際は恒

星は淵側が暗い (周辺減光) ために b のようなライ
トカーブとなる。

恒星の全面に入っている期間、tF が測定できるとい

うように言い換えることもできよう。恒星は、実際は

周辺減光 (Limb darkening)をしており、実際のライ
トカーブは図4.3bのようになる。そこで通常、周辺減
光のモデル化を行うことで tT と tF も求めることが

できる。周辺減光のモデルとしては以下の quadratic
limb-darkening law

I(µ) = I(µ = 1)[1− u1(1− µ)− u2(1− µ)2]
(4.2)

がよく用いられる。ここに µ = cosψ であり ψ は光

球面の法線ベクトルと視線ベクトルのなす角度であ

る。つまり中心で µ = 1、ディスク境界で µ = 0とな

る。上記モデルは円盤で積分すると πR2
⋆(1− u1/3−

u2/6)I(µ = 1)になることに注意。今、k がわかって

いるので、tT , tF から幾何学的に

• 衝突径数 (impact parameter): b = a
R⋆

cos i

も知ることができる。恒星スペクトルのモデルや後述

する恒星密度 ρ⋆ の情報を用いて R⋆ とM⋆ が推定で

きれば、周期 P がわかっているとケプラー第３法則

から aを推定することができる。これにより軌道傾斜

角 iを決定することができる。もし視線速度の測定さ

れているトランジット系が存在すれば、軌道傾斜角 i

がわかっているので惑星質量Mp が求まるので、惑星

の平均密度

ρp ≡
3Mp

4πR3
p

(4.3)

が推定できるということである。これにより系外惑星

の大まかな分類が可能になった。

円軌道の場合、通過時間は Ttot = 2
√
1− b2R⋆/v

である。ここに v は惑星の通過速度である。惑星の質

量を無視したケプラー第三法則

P 2 =
4π2

GM⋆
a3 (4.4)

を v = 2πa/P であることに注意して変形すると

v3 = 2πGM⋆/P (4.5)

となるので、T 3
tot ∝ P/ρ⋆ となり、周期・衝突径数が

わかっていると、通過時間からは恒星密度 ρ⋆ がわか

ることになる。逆にだいたいの通過時間を知っておく

ため b = 0のときを書いてみよう。この場合、

Ttot =

(
3P

π2Gρ⋆

)1/3

(4.6)

= 2.6h
(

P

3day

)1/3(
ρ⋆
ρ⊙

)−1/3

(4.7)

= 30h
(

P

12yr

)1/3(
ρ⋆
ρ⊙

)−1/3

(4.8)

となる。二行目はホット・ジュピターの典型値で三番

目は木星の場合を仮定している。このように周期が数

年以上になっていくと、通過時間が一日を超えるよう

になってくる。また、巨星の場合は、恒星密度が桁で

小さくなるので通過時間がやはり長くなる。
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column – 周期とライトカーブ形状 †

円軌道を仮定すると幾何的考察からから、

sin
(
πtT

P

)
=

R∗

a

√
(1 + k)2 − b2

sin2 i
, (4.9)

sin
(
πtF

P

)
=

R∗

a

√
(1− k)2 − b2

sin2 i
, (4.10)

が 得 ら れ る。 こ こ で、sin (πtT /P ) ∼ πtT /P、
sin (πtF /P ) ∼ πtF /P と近似すれば、

R⋆

a
=

π

2
√
k

√
t2T − t2F

P
sin i. (4.11)

が得られる。さらに惑星の質量を無視したケプラー第
三法則

P 2 =
4π2

GM⋆
a3 (4.12)

を用い sin i ∼ 1とすると、

P =
πG

32

M⋆

R3
⋆

(
t2T − t2F

k

) 3
2

(4.13)

=
π2G

24
ρ⋆

(
t2T − t2F

k

) 3
2

(4.14)

が得られる。最後の式で未知の量は、恒星の平均密度 ρ⋆

だけであり、トランジットライトカーブ解析から恒星の平
均密度という物理量が分かることが示される。

4.2 透過光分光スペクトル

透過光分光はトランジット深さを波長方向に展開し

て測定する。波長依存性を含めたトランジット深さは

δ(λ) =

(
Rp(λ)

R⋆

)2

(4.15)

のように表される。ここでは恒星半径の波長依存性は

無視している。ここに Rp(λ)は、光が透過しなくなる

大気の高さに対応する半径となる。この高さは大気中

の原子・分子吸収や散乱もしくは固体表面で決まる。

図4.4に固体表面を持つ惑星に吸収のある分子を持つ
大気がある場合の透過光分光の例を示す。分子吸収の

ない波長では、固体表面が Rp となる一方、吸収があ

る波長では大気中の光学的深さが１になる付近が Rp

となるため、トランジット深さが少し深くなる。この

違いを捉えることで大気中の分子を検出できる。この

例では、分子吸収以外の波長の連続成分が固体表面で

決まるとしたが、他の場合として、連続吸収やレイリ

ー散乱、雲による散乱、強い吸収線のウイング、弱い

多数の吸収線の集合である pseudo continuum など
もありうる。

図4.4 透過光分光の仕組み。

4.3 惑星からの光

恒星光が惑星にやってくると一部は吸収され熱と

なり、一部は熱化されることなく宇宙に返される。前

者は熱化されたエネルギーが輻射光として宇宙に返

される。惑星が形成されて間もないと、惑星内部から

のエネルギーもこれに加わる。後者は、光子をそのま

ま返す過程であり、一般的には反射・散乱と呼ばれる。

散乱は大気中で確率的に光が進行方向を変更するが、

反射は地表や雲などで離散的に進行方向を変更する。

系外惑星からの光を考える時、惑星が球体であるこ

とを適切に考慮しないとならない。輻射光は球体全体

からの強度を考えねばならないし、さらに反射光は恒

星と惑星と観測者の相対的な位置関係に左右される。

半径 R の惑星が受け取るエネルギーは、恒星フラ

ックス密度 (stellar flux density) S を用いて

Lab = (1−A)πR2S (4.16)

と書くことができる。πR2 は惑星の断面積である

（図4.5参照)。A は惑星全体の反射率 (アルベドとい
う)で (1− A)の項は反射して宇宙に返された分を除
いている。恒星光を黒体輻射と考えると、恒星フラッ

クス密度は

S =
L⋆

4πa2
=

4πR2
⋆σT

4
⋆

4πa2
[W/m2] (4.17)
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図4.5 惑星へ入射してくる恒星光と惑星表面から

出ていく輻射光。

である。aは公転半径、R⋆ は恒星半径、T⋆ は恒星温

度、σ はシュテファンボルツマン定数である。地球に

おける S⊙ = 1370W/m2 は太陽定数とよばれる。一

方、惑星からの放射を温度 Teq の黒体輻射とすると放

射エネルギーは

Lem = β(4πR2σT 4
eq) + Lint (4.18)

とかける。ここで Lint は惑星自身のエネルギー放射

である。若い惑星ではこの項が卓越しているため自己

放射惑星と呼ばれる。

β は熱分配の度合いを表す係数で、瞬時に全球に一

様に分配する極限 β = 1 と、恒星光のあたっている

半球だけに分配される場合 β = 0.5の間の値をとる。

潮汐力により公転と自転が一致（潮汐ロック）してい

るような恒星に近い惑星では、地球に対する月のよう

に、惑星の同じ面が常に恒星方向を向くために導入さ

れる補正である。

通常のmatureな惑星の場合、自己放射が無視でき
るため Lint = 0とおける。この場合、恒星からの吸収

エネルギーが輻射エネルギーと釣り合うはずである。

Lem = Lab (4.19)

とした時 (放射平衡) の Teq を放射平衡温度 (単に平
衡温度ともいう) と呼ぶ。この時、式 (4.16) から式

(4.19)までを用いると

T 4
eqa

2

T 4
⋆R

2
⋆

=
1−A
4β

(4.20)

となる。つまり

Teq =

(
1−A
4β

) 1
4

T⋆

√
R⋆

a
(4.21)

= 396K
(
1−A
4β

) 1
4
(

T⋆
5800K

)(
R⋆

R⊙

) 1
2 ( a

1au

)− 1
2

(4.22)

= 396K
(
1−A
4β

) 1
4
(
L⋆

L⊙

) 1
4 ( a

1au

)− 1
2 (4.23)

となる。

ここで惑星表面が受け取る平均的な恒星フラック

スを定義しておこう。式 (4.16)より

F⋆ ≡
Lab
4πR2

=
(1−A)

4
S (4.24)

= 240

(
1−A
0.7

)(
S

S⊙

)
W/m2 (4.25)

のように S と結びつく。この式は、恒星の入射エネル

ギーから惑星の反射分を取り除き、図4.5に示すよう
な断面円で入ってきた入射フラックスが自転により

球面へ分配される効果を表す係数 1/4 をかけたもの

になるという描像を表している。惑星が受け取る平均

フラックス密度と放射平衡温度には、

σT 4
eq = F⋆/β (4.26)

の関係にあることもわかる。

Radiance, Irradiance
惑星や恒星は遠方から見れば点であり、近づいてみ

れば通常、連続的に密度が変わる三次元構造を持って

いる。しかし表面上のある基準球面、たとえば地球な

ら惑星表面や大気上端の高度一定面、恒星なら光球面

などを考えると、ある面からの放射や、ある面への放

射を考える事で、計算が易しくなる。そこで、まず、

ある有限面積の表面からの放射や、表面への放射を定

量化するための量を定義しよう。微小面積 dAからあ

る �方向に dΩのコーン内 (図4.6左)を通過する単位
時間・単位波長あたりのエネルギー dE を考える。n
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図4.6 (上)素片 dAからの放射または、素片への放

射。(下)(ϑ0, φ0)方向からの平行光の入射と立体角
dΩあたりの (ϑ0, φ0)方向への反射。

は単位法線ベクトルである。dE 自体は、見かけの投

影面積 cos θdAに比例するので、

dE = L↑(θ, ϕ) cos θdAdΩdν (4.27)

のように比例定数を、radiance (放射輝度) L↑ として

定義すれば、投影の効果を除いて放射を定義できる。

単位は例えば [W/m2/sr/µm] となる。dA から n 方
向に流れるネットのエネルギーを irradiance (放射照
度) E↑ といい

E↑ =

∫
us
dE =

∫
dΩL↑(θ, ϕ) cos θ (4.28)

=

∫ 2π

0

dϕ

∫ π/2

0

dθL↑(θ, ϕ) cos θ sin θ (4.29)

となる。usは上半球面の意味である。

4.4 輻射スペクトル

半径 Rp で温度 T の球から発する黒体輻射を距離

d で測定した時のフラックスを考える。温度 T を持

った表面は黒体輻射を行う。黒体輻射の Radianceは

L↑dλ = Bλ(T )dλ =
2hc2

λ5
1

exp (hc/λkBT )− 1
dλ

(4.30)

でである。素片 dAから dΩの放射コーンを考え、距

離 d にある面積 dAtel の望遠鏡がコーンの先端と考

える (dΩ = dAtel/d
2)と、dAから dAtel が受け取る

エネルギー ∆EdAtel は、

∆EdAtel = L↑ cosϑ1dΩdA (4.31)

=
L↑

d2
cosϑ1dAdAtel (4.32)

となる。すなわち、観測者から見た素片 dA による

Irradianceもしくはフラックスは

∆E =
L↑

d2
cosϑ1dA (4.33)

となる。

これを全球で積分して、

fp =

∫
planet

∆E =

∫
planet

dA
Bν(T )

d2
cosϑ1 (4.34)

= R2
pBν(T )

∫ 2π

0

dφ1

∫ π/2

0

dϑ1 sinϑ1 cosϑ1
(4.35)

= πBν(T )
R2

p

d2
(4.36)

となる。全エネルギーは波長方向の積分と距離 dの球

殻面積をかけて

L = 4πd2
∫ ∞

0

dνπBν(T )
R2

p

d2
= 4πR2

pσT
4 (4.37)

となる。

惑星からの輻射スペクトルは第ゼロ近似では、単一

温度 Tp の黒体輻射

fp(λ)d λ = πBλ(λ, Tp)
R2

p

d2
dλ (4.38)

=
2πhc2

λ5
R2

p

d2

[
exp

(
hc

λkBTp

)
− 1

]−1

d λ,

(4.39)
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で近似することができる場合がある。

例えば、ほぼ大気の存在しない地球の輻射スペクト

ルは、表面温度の T = 200−−300Kの黒体輻射でお
おまかに近似できる。しかし、ガス惑星や褐色矮星に

関しては、黒体輻射の近似はあまりよくない。これは

大気中の分子の強い吸収によるところが大きい。放射

スペクトルは、大気中の光学的厚さが 1 付近になる
深さの大気層の黒体輻射に近い光によるが、これは大

気中の分子により波長ごとに大きく変化する。この黒

体輻射からの大きな破れが、系外惑星大気の特徴であ

る。

上向き射出フラックス

大気の放射平衡モデルでは、大気高さ方向の一次元モデル
のフラックスを考えるが、境界条件に地表のフラックスを
与えることがある。同様にある黒体放射の素片から上向き
射出されるフラックスを考えよう。素片周囲の上半面での
角度積分を考えて

Fν(T ) = ∆E =

∫
us

dΩBν(T ) cosϑ1 = πBν(T )

(4.40)

となる。全エネルギーでは同様に波長積分をして

F (T ) =

∫
dνfν(T ) = σT 4 (4.41)

となる。

4.5 反射・散乱スペクトル

反射光は、反射面・観測者との相対位置により観測

される強度がことなるので若干複雑である。しかし平

均的には以下のように考えることができる。まず、式

(4.16)の時に、惑星が受け取らなかったエネルギーが
反射となるので、反射のエネルギーは

Lref
p = AπR2

pS =
L⋆

4πa2
πR2

pA (4.42)

である。距離 d で受け取る反射フラックスは平均

的には

⟨f refp ⟩ =
Lref
p

4πd2
(4.43)

であるから、恒星のフラックス

f⋆ =
L⋆

4πd2
(4.44)

を用いて、

⟨f refp ⟩ =
A

4

(
Rp

a

)2

f⋆ (4.45)

となる。

スペクトルの観点からは、波長の関数となっている

のは Aと f⋆ の掛け算、つまり恒星スペクトルに反射

スペクトルがかかったものであるという点である。

⟨f refp ⟩(λ)dλ =
1

4

(
Rp

a

)2

A(λ)f⋆(λ)dλ (4.46)

である。

平均ではなく位相の関数としてフラックスを求め

るのは少し複雑であるのでここでは割愛する。詳しく

は拙著、系外惑星探査 5.1.1を参照のこと。ここでは
結果だけ紹介する。距離 dの位置から観測した惑星の

反射光フラックス f refp (λ)は、主星-惑星間距離 a, 惑
星アルベド A(λ)、惑星半径 Rp、距離 dから観測した

主星フラックス f⋆(λ)、また観測者から見た惑星位置

による関数 ϕ(β)を用いて

f refp (λ) =
2ϕ(β)

3
A(λ)

(
Rp

a

)2

f⋆(λ), (4.47)

ϕ(β) ≡ [sinβ + (π − β) cosβ]/π, (4.48)

と表される。ここで ϕ(β)は Lambert phase function
とよばれ、位相角 (phase angle) β = ∠(主星ー惑星
ー観測者)の関数である。ただしこの関係は、等方散
乱を仮定していることに注意が必要である。海洋によ

る鏡面反射 (ocean glint)などの非等方性の強い反射
では必ずしも成り立たない。

恒星光が惑星にあたって反射・散乱する光は、現在

の技術では、宇宙からの精密測光での位相カーブとし

ての検出などの限定された条件でしか達成されてい

ないが、原理的には惑星表面の二次元分布情報を持つ

豊かな情報源である。反射光で重要な指標は主星と惑

星のフラックス比、主星惑星コントラスト

csp(λ) ≡
fp(λ)

f⋆(λ)
(4.49)

である。主星惑星コントラストが緩いほうが直接撮像

においても位相カーブにおいても検出が容易となる。
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図4.7 地球のスペクトル

半月ならぬ半惑星 (β = 90◦) の場合、式 (4.47) を
用いて、主星惑星コントラストを見積もることができ

る。地球の場合

csp ≈ 10−10

(
A

0.3

)(
Rp

R⊕

)2 ( a

1 au

)−2

(4.50)

程度に、ホットジュピターの場合

csp ≈ 10−6

(
A

0.1

)(
Rp

RJ

)2 ( a

0.05 au

)−2

(4.51)

程度になることがわかる。

4.6 様々な系外惑星スペクトル

図4.7は地球のスペクトルである。地球の場合、大
気が薄いので輻射光はほぼ放射平衡温度に近い黒体

となっている。また反射スペクトルは恒星スペクトル

に大気吸収がかかったものとなっている。

図4.8は褐色矮星のスペクトル。黒体から大きく外
れている。

図4.9は JWST NIRSPEC によるホットサターン
WASP-39b のスペクトルである。分子吸収による
featureが見て取れる。

図4.8 褐色矮星のスペクトル (SpeX Prismライブ
ラリー) Inspired by[15]
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図4.9 JWST透過光スペクトル WASP-39 b [9]
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第 5章

系外惑星大気

5.1 熱化学平衡における分子混合率

系外惑星大気中の分子の存在量は、高温高圧の場合

は熱化学平衡に近づくと考えられる。鉛直輸送や光化

学反応、もしくは低温系大気の場合あっても、熱化学

平衡の時にどうなるかは一つの基準として知ってお

くべきである。そこで、ここでは熱化学平衡に至って

いる場合の大気中の分子中の混合率がどのように決

定されるか考える。

元素の保存

ガス中にはH2 やH、H2Oをいった分子種や原子種、
イオン、自由電子が適当な割合で混合している。これ

らをまとめて種 (species)と呼ぶ。これら大気種中に
含まれる原子の総数を考えたい。ガス中に含まれる種

の中の原子 (例えばH, O, C)ではなく、ガス中のすべ
ての分子や原子に含まれる原子を元素 (elements)と
呼び区別する。本文書では元素をサンセリフ体を用い

て、H, O, Cのようにあらわす。

二成分系の場合

まず最も単純な以下の水素原子と水素分子のガス

２成分系

2 H −−→←−− H2

の場合、熱化学平衡でどのような組成比になるかを

考えてみよう*1。この場合、種はH とH2 の二種類

*1 実際は少量の触媒Mを介して2 H + M −−→←−− H2 + Mとし
たほうが現実的だが、ここでは数学的側面を重視しMを無
視する。

(Ns = 2) であり、元素は H の一種類 (Ne = 1) で
ある。

いま元素量として bH(例えば 1 mol) の水素を考え
る。すなわち元素保存則は

nH + 2nH2 = bH (5.1)

となる。圧力 P と温度 T を与えたときに、熱化学平

衡条件を満たす場合に、この元素 H がどのようにH
とH2 に分配されるかを与えるのが、ギブス自由エネ

ルギーの最小化である。すなわち熱化学平衡において

は種の存在量は以下の最小化で与えられる

(n∗H, n
∗
H2) = minimize(nH,nH2) G(T, P, nH, nH2)

(5.2)
subject to nH + 2nH2 = bH (5.3)
G(T, P, nH, nH2) = nHµH + nH2µH2 (5.4)
nH ≥ 0, nH2 ≥ 0 (5.5)

ここに µH、µH2 はH, H2 の化学ポテンシャルであり、

標準状態の化学ポテンシャルを用いると

µH = µo
H(T ) +RT log PH

Pref
(5.6)

= µo
H(T ) +RT log nHP

(nH + nH2)Pref
(5.7)

µH2 = µo
H2(T ) +RT log PH2

Pref
(5.8)

= µo
H2(T ) +RT log nH2P

(nH + nH2)Pref
(5.9)

で与えられる。∂G/∂nH = µH, ∂G/∂nH2 = µH2 が

満たされることを確認せよ。

ここでは後の一般化を考え、上の等式条件付き最適

化をラグランジュ未定乗数法で解く。ラグランジュ未
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定乗数法では、自由パラメタを x = (nH, nH2, λ)
⊤ の

３パラメタとして

x∗ = minimizex L(T, P,x) (5.10)
L(T, P,x) ≡ G(T, P,x) + λ(nH + 2nH2 − bH)

(5.11)
nH ≥ 0, nH2 ≥ 0 (5.12)

を解けばよい。最後の非負条件は後でチェックする。

L(T, P,x)を xで偏微分したものが 0であるとして、

x = x∗ を求める。すなわち

∂L(T, P,x)
∂x

=

 µH + λ
µH2 + 2λ

nH + 2nH2 − bH

 (5.13)

=

 µo
H(T ) +RT log nHP

(nH+nH2)Pref
+ λ

µo
H2(T ) +RT log nH2P

(nH+nH2)Pref
+ 2λ

nH + 2nH2 − bH

 =

0
0
0


(5.14)

である。第 1，2成分から λについて消去すると

log
(

n2H
nH2(nH + nH2)

P

Pref

)
= −2µo

H − µo
H2

RT
(5.15)

がえられる。第３成分 (保存則)nH + 2nH2 − bH = 0

をもちいて、nH2 を消去すると、

b2H − n2H
4n2H

=
P

Pref
exp

(
−µ

o
H2 − 2µo

H
RT

)
≡ k (5.16)

であり、nH ≥ 0より

nH
bH

=
1√

4k + 1
(5.17)

また保存則より

nH2
bH

=
1

2

(
1− 1√

4k + 1

)
(5.18)

となる。これらは水素元素 bH あたりの分子量となっ

ていることに注意する。つまり実務上は bH = 1 (mol)
ととって計算を進めてもよい。

また体積分率 (Volume Mixing Ratio)は

VMR(H) =
nH
ntot

=
1

2

(√
k2 + 4k − k

)
(5.19)

VMR(H2) =
nH2
ntot

=
1

2

(
2 + k −

√
k2 + 4k

)
(5.20)

となる。図5.1に混合率の温度依存性を図示した。

図5.1 2 H −−→←−− H2 の熱化学平衡の体積混合率

多成分系の場合 ‡

次に多元素系を考える. 今, 例として元素として
H,C,O,また種としてはCO, H2, CH4, H2Oからなる
系を考えよう. これらは水素大気の分子成分としては
主要なものである. 化学反応としては以下の一つの反
応式となる.

CO + 3 H2 −−→←−− CH4 + H2O

となる.
要素との化学反応式を考えると,

H2 −−→←−− 2 H
H2O −−→←−− 2 H + 1 O
CH4 −−→←−− 4 H + 1 C
CO −−→←−− 1 C + 1 O

のようになる. ここで,0成分も含んで表現すると

H2 −−→←−− 2 H + 0 C + 0 O
H2O −−→←−− 2 H + 0 C + 1 O
CH4 −−→←−− 4 H + 1 C + 0 O
CO −−→←−− 0 H + 1 C + 1 O

のようになる. 右辺について formula matrixを以下
のように定義する.

A ≡

2 2 4 0
0 0 1 1
0 1 0 1


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種 の 存 在 量 ベ ク ト ル を n =

(nH2 , nH2O, nCH4 , nCO)
⊤, 元素の存在量ベクト

ルを b = (bH, bC, bO)
⊤ と置くと (元素の存在量を種

とは区別している点に注意),元素保存則は

An = b (5.21)

と表されることが分かる.
多元素系でも同様に,以下の Gibbsエネルギーを最

小化すればよい

n∗ = minimizenG(T, p,n)
subject to An = b, ni ≥ 0 (5.22)

G(T, p,n) ≡ µ(T, P,n)⊤n (5.23)

µ(T, p,n) = µ◦(T ) +RT log
(

p

ntot
n

)
(5.24)

ただし総数密度と規格化圧力を

ntot =
∑
i

ni (5.25)

p ≡ P/Pref (5.26)

と定義した.
CO, H2, CH4, H2O系において, 式 (5.22)は,

L(T, p,n,λ) =
∑

i=CO,H2,CH4,H2O
µi(T )ni

+ λH(2nH2 + 4nCH4 + 2nH2O − bH)

+ λC(nCO + nCH4 − bC)

+ λO(nCO + nH2O − bO) (5.27)

こ こ で は Gordon and McBride に よ る

NASA/CEA (Chemical Equilibrium with Applica-
tions) の実装法を元に解説する [6, 4]. CEA では
Lagrange multiplierを用いて Gibbsエネルギー最小
化を行う二次の手法の一つである. すなわち

(n∗,λ) = minimize(n,λ) L(T, p,n,λ) (5.28)
L(T, p,n,λ) = G(T, p,n) + λ⊤ (An− b) (5.29)

を最小化する. ただしこの時点では非負条件 ni ≥ 0

は外れていない.
L(T, p,n,λ)の停留点を求めるために,最適化変数

のセット y = (n,λ)で一次偏微分した関数を

f(y) ≡ ∂

∂y
L(T, p,y) (5.30)

を定義する. そして

f(y∗) = 0 (5.31)

の解を Newton 法でもとめることで,y∗ = (n∗,λ∗)

を求める. 次に式 (5.30)の n成分を計算する

∂

∂n
L(T, p,n,λ) = µ(T, P,n) +A⊤λ (5.32)

ここに熱力学より ∂nG(T, p,n) = µ(T, P,n)*2およ

び λ⊤(An) = (A⊤λ)⊤n と ∂x(S
⊤x) = S を利用し

た. 式 (5.32)は λについて一次である点に注意する.
λ成分は単に保存関係

∂

∂λ
L(T, p,n,λ) = An− b (5.33)

である.
式 (5.24)を用いると Newton法で解くべき方程式

系 (5.31)は

µ◦(T )

RT
+ log

(
p

n∗tot
n∗
)
+
A⊤λ∗

RT
= 0 (5.34)

An∗ − b = 0 (5.35)

となる. ただし n∗tot は n∗ の関数,すなわち

n∗tot =
∑
i

n∗i (5.36)

となる.
ここで CEAのアルゴリズムではいくつかのトリッ

クを用いる. まず, 式 (5.31) を求めるために, 独立変
数に ntot を追加する. もともと ntot は式 (5.25)によ
り nに依存していたため,この条件,つまり式 (5.25)
を,(前提条件ではなく) 制約条件として追加する. さ
らに n, ntot は対数を取ったものを独立変数に取り直
す. つまり q = lnn, qtot = lnntot を独立変数とす
る. この操作により非負条件 ni ≥ 0は自然に取り除

かれる. また対数を取ることで広いダイナミックレン
ジで安定した数値計算となる. これにより新たな変
数系として z = (q,λ, qtot) が導入され, 解くべき方

*2 式 (5.24)を用いて直接確かめることができる.
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程式は

Fn(z) ≡
µ◦(T )

RT
+ q − qtot u+ log pu+

A⊤λ

RT

(5.37)
Fλ(z) ≡ Aeq − b = 0M (5.38)

Ftot(z) ≡
∑
i

eqi − eqtot = 0 (5.39)

の解

Fn(z) = 0M (5.40)
Fλ(z) = 0M (5.41)
Ftot(z) = 0 (5.42)

である. 0M は M 次元ゼロベクトルである. こ
の解が z∗ = (q∗,λ∗, q∗tot) となる. これを簡潔に
F (z) = (Fn(z),Fλ(z), Ftot(z))とまとめて扱うこと

もある.
Newton法では F (z)を zで微分したヤコビアンが

必要となる.

J(z) =


∂Fn

∂q

∂Fn

∂λ

∂Fn

∂qtot
∂Fλ

∂q

∂Fλ

∂λ

∂Fλ

∂qtot
∂Ftot
∂q

∂Ftot
∂λ

∂Ftot
∂qtot



=

 EM
A⊤

RT
−u

Y (q) ZM 0M

(eq)⊤ 0⊤
M −eqtot

 (5.43)

となる. ここに EM は M × M 単位行列,ZM は

M ×M ゼロ行列, M は元素ベクトル bの要素数であ

る. また行列 Y (q)は Y (q) = Adiag(eq)のことであ
り,すなわち要素が

Yij = Aije
qj (5.44)

であるような行列である. Newton法の updateは式
(2.60)より,J(zk)∆z = −F (zk)をみたすので EM

A⊤

RT
−u

Y (q) ZM 0M

(eqk)⊤ 0⊤
M −e(qtot)k


 ∆q

∆λ
∆qtot



= −

 Fn(zk)
Fλ(zk)
Ftot(zk)


(5.45)

である. これより update ∆z = (∆q,∆λ,∆qtot)は

∆q +
A⊤∆λ

RT
−∆qtotu

= −µ◦(T )

RT
− qk + (qtot)k u− log pu− A⊤λk

RT
(5.46)

Y (qk)∆q = A(eqk ⊙∆q) = b−Aeqk (5.47)

(eqk)⊤∆q − e(qtot)k∆qtot = e(qtot)k −
∑
i

e(qi)k

(5.48)

を満たす.
∆λと λk が出てくるのは式 (5.46)のみである. 我

々は λ 自体には興味がないので,∆λ に代わる, あら
たな updateとして

π ≡ −∆λ+ λ

RT
(5.49)

を定義し,q,π, qtot について update する. π につい

ては使いきりであり保存しないことから ∆をつけな

かった. 式 (5.46)式は

∆q = A⊤π +∆qtotu− gk(T ) (5.50)

gk(T ) ≡
µ◦(T )

RT
+ qk − (qtot)k u+ log pu (5.51)

と書けるため,πと∆qtot が決まれば,我々の求めたい
∆q を算出することができる. つまり,式 (5.50)を式
(5.47,5.48)に代入したM + 1この連立方程式

Adiag(eqk)A⊤ π +∆qtotAe
qk

= A(eqk ⊙ gk(T )) + b−Aeqk (5.52)

(Aeqk)⊤π +∆qtot

(∑
i

e(qk)i − e(qtot)k)

)
= (eqk)⊤gk(T ) + e(qtot)k −

∑
i

e(qi)k (5.53)

が解くべき方程式系となる. 上の式では変数を

qk, (qtot)k に保持したままの式にしたが, コーディ
ング上は例えば eq は nに直しておいた方が見通しが

良い. また,

B ≡ Adiag(nk)A
⊤ (5.54)

bk ≡ Ank (5.55)
δbk ≡ b− bk (5.56)

δntot,k ≡
∑
i

nk,i − (ntot)k (5.57)
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図5.2 一酸化炭素の電子状態。横軸は核子 (炭素-酸
素)間距離。

を定義する. ただし nk の i 成分を nk,i と表記した.
これらを行うと

B π +∆qtotbk = A(nk ⊙ gk(T )) + δbk
(5.58)

bk · π + δntot,k∆qtot = nk · gk(T )− δntot,k
(5.59)

となる. この π と ∆qtot についての線形連立方程式

を Reduced Gibbs Iteration Equationsと呼ぶ.

5.2 二原子分子の振動・回転遷移

二原子分子では, 電子準位間の遷移, 核子の振動準
位間の遷移, 核子の回転準位間の遷移の組み合わせが
量子力学的遷移となる. 電子準位については, 核子の
運動が電子の運動に比べて極めて遅いため, 核子間の
距離 r を固定して電子の波動方程式を解き, そのエネ
ルギー固有値を求めることができる.
核子間距離 r をゆっくり動かしたときに r に応じ

て基底状態の電子のエネルギー固有値が連続的に変

化する. 図5.2は一酸化炭素の場合の電子のエネルギ
ー固有値（の一部）を核子間距離 r の関数として書

いたものである。系外惑星大気中の分子吸収を考える

ときは、通常,電子準位は基底状態 (例えば COなら
X1Σ+) にあると考えてよい*3。このため電子の基底

状態のエネルギー固有値を r の関数として V (r)と表

*3 電子遷移を考える場合もある。

L 0 1 2 3 · · ·
S P D F · · ·

縮重度 1 3 5 7 (2L+1)

Λ 0 1 2 3 · · ·
Σ Π ∆ Φ · · ·

縮重度 1 2 2 2

表5.1 原子を考える場合の電子角運動量 L、二原子

分子を考える場合の分子軸 ( z)方向角運動量 Lz の

絶対値 Λ と電子状態の記号の対応表。原子の場合,
縮重度は 2L + 1となるが、分子の場合、Λ = 0を

除き、Lz = −Λ,Λの 2種類である。

すことができ, 核子 1,2 はポテンシャル V (r)中で運

動しているとみなすことができる.

column – 電子状態のラベル †

二原子分子の場合、分子軸 (Z 軸)周りの電子の合成軌道角
運動量 Lz が保存することからこの絶対値 Λ を電子状態
のラベルとする。Λの値に応じた分光学的記号は表5.1と
なる。原子の時と同様に分子でもスピン多重度が存在す
る。スピンを S (S = 0, 1/2, 1, 3/2, · · · )として多重度は
2S + 1である。これを Λの左上につけ

2S+1Λ (5.60)

の形で電子状態 n をラベルする。二原子分子が同じ原子
二つからなっている場合 (等核二原子分子)、核子の位置の
交換に対する操作に対し、波動関数の変化がΨ→ ±Ψの
二種類の可能性がある。符号を変える場合 ungerade(奇
数)の頭文字 uを、買えない場合 gerade(偶数)の頭文字
g を用いてこれを右下につける。さらに Σ 状態について
は分子軸を含む平面上の鏡像反転に関する波動関数の符
号の変化の ±を右上につけ、最終的に例えば

2Σ+
u (5.61)

のような記号となる。表5.2に、主な二原子分子の基底状
態を示す。また、同じスピン多重度を持つ電子状態で、上
のラベルの左側にエネルギーの低い順から X,B,C,D,· · ·
（基底状態を含む場合）、また基底状態と異なるスピン多重
度に対しは、エネルギーの低い順に b,c,d, · · · を付ける表
記もある。例えば、X 1Σ+

g (基底状態)、B 1Σ+
u、C 1Σ+

u ...
a 3Σ ...

大気中の一酸化炭素分子 (CO)のような, 異なる質
量 m1, m2 を持つ２つの核子と複数の電子から構成

される自由に運動する二原子分子のエネルギー準位

を考える. 電子が常に基底状態にあるとすると, この
系は, 核子 1, 2 がポテンシャル V (r) 中で運動して
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分子 基底状態

H2
1Σ+

g

N2
1Σ+

g

O2
3Σ−

g

CO 1Σ

CN 2Σ

NO 2Π

表5.2 代表的な二原子分子の電子基底状態

いるとみなすことができる. ここで r は核子間の距

離である. V (r) は図5.2 の基底状態とすると、ある
r = re ∼ 1.2 で最小値をとり (Ve とする), ２つの核
子は回転運動および r = re を平衡距離とした振動運

動を行う.

図5.3 二原子分子の核子の座標.

V (r)が既知であるとして核子の波動方程式に着目

する. 図5.3のように核子の座標をとると, 核子の波動
方程式は,(

− h̄2

2m1
∇2

1 −
h̄2

2m2
∇2

2 + V (r)

)
ψ(r1, r2)

= Eψ(r1, r2) (5.62)

と書ける. r1, r2 は核子 1, 2の位置ベクトルであり,
核子間の距離は r = |r1 − r2|と表される. また ∇2

1,
∇2

2 は核子 1, 2 のラプラシアン, h̄ は, プランク定数
を hとして h̄ =

h

2π
, E は核子の波動方程式のエネル

ギー固有値, ψ(r1, r2) は核子の波動関数である. 式
(5.62)を解くことで核子の振動・回転遷移を考える.

核子の重心座標 R =
m1r1 +m2r2
m1 +m2

と相対座標

r = r1 − r2 を定義し, r1, r2,R 換算質量を µ =

(m−1
1 +m−1

2 )−1, 総質量をM = m1 +m2 とすると

重心座標・相対座標で書かれた波動方程式は(
− h̄

2

2µ
∇2

r −
h̄2

2M
∇2

R + V (r)

)
ψ(r,R) = Eψ(r,R)

(5.63)

となる。ここに重心座標のラプラシアン ∇2
R =

∂2

∂X2
+

∂2

∂Y 2
+

∂2

∂Z2
と相対座標のラプラシアン

∇2
r =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
を定義した。

♣式 (5.63) †

R, r の三次元直交座標系の第一成分を X,x, 第二成分を
Y, y, 第三成分を Z, z とする. x,X 座標の変換は

x = x1 − x2, X =
m1x1 +m2x2

M

であるから

∂

∂x1
=

∂x

∂x1

∂

∂x
+

∂X

∂x1

∂

∂X
=

∂

∂x
+

m1

M

∂

∂X
(5.64)

より

1

m1

∂2

∂x2
1

=
1

m1

∂2

∂x2
+

m1

M2

∂2

∂X2
+

2

M

∂

∂x

∂

∂X
(5.65)

また

∂

∂x2
=

∂x

∂x2

∂

∂x
+

∂X

∂x2

∂

∂X
= −

∂

∂x
+

m2

M

∂

∂X
(5.66)

より

1

m2

∂2

∂x2
2

=
1

m2

∂2

∂x2
+

m2

M2

∂2

∂X2
−

2

M

∂

∂x

∂

∂X
(5.67)

(5.65, 5.67)より

1

m1

∂2

∂x2
1

+
1

m2

∂2

∂x2
2

=
1

µ

∂2

∂x2
+

1

M

∂2

∂X2
(5.68)

同様に

1

m1

∂2

∂y21
+

1

m2

∂2

∂y22
=

1

µ

∂2

∂y2
+

1

M

∂2

∂Y 2
(5.69)

1

m1

∂2

∂z21
+

1

m2

∂2

∂z22
=

1

µ

∂2

∂z2
+

1

M

∂2

∂Z2
(5.70)

を足して −h̄2/2をかけると、

−
h̄2

2m1
∇2

1 −
h̄2

2m2
∇2

2 = −
h̄2

2µ
∇2

r −
h̄2

2M
∇2

R (5.71)

となる。

波動方程式 (5.63)に対し, 波動関数 ψ(R, r)を重心
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運動の波動関数 Φ(R)と相対運動の波動関数 ϕ(r)お

よび重心運動のエネルギー固有値 ER, 相対運動のエ
ネルギー固有値 Er を用いて, ψ(R, r) = Φ(R)ϕ(r),
E = ER + Er と変数分離を行う. 重心運動の波動方
程式と相対運動の波動方程式をそれぞれ求める。

Φ(R)

(
− h̄

2

2µ
∇2

rϕ(r) + V (r)ϕ(r)− Erϕ(r)

)
+ ϕ(r)

(
− h̄2

2M
∇2

RΦ(R)− ERΦ(R)

)
= 0 (5.72)

と変形できるので重心運動の波動方程式と相対運動

の波動方程式としてそれぞれ

− h̄2

2M
∇2

RΦ(R) = ERΦ(R) (5.73)

− h̄
2

2µ
∇2

rϕ(r) + V (r)ϕ(r) = Erϕ(r) (5.74)

を得る。重心運動の波動方程式は分子自体の運動を表

していて、例えば平面波解が対応する。

次に相対運動の波動方程式に対し, 極座標 (r, φ, θ)
を用いて

ϕ(r) =
ϕr(r)

r
Y (φ, θ) (5.75)

のように変数分離を行う. ϕr(r)に対する動径方向 r

の波動方程式は, 回転による遠心力項をW (r)として,
有効ポテンシャル Veff(r) = V (r) +W (r)中を一次元

運動する波動方程式に帰着する. W (r)を求めよう。

ラプラシアンの極座標表示は、∇2
r,φ,θ は,

∇2
r,φ,θ =

1

r2

(
∂

∂r
r2
∂

∂r
+∇2

φ,θ

)
(5.76)

∇2
φ,θ =

1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2
(5.77)

で与えられ、球面調和関数 Ylm(φ, θ)は

∇2
φ,θYlm(φ, θ) + J(J + 1)Ylm(φ, θ) = 0(5.78)

を満たす. ここで J は回転量子数 J = 0, 1, 2, · · · で
あり, mは |m| ≤ lを満たす整数である.
式 (5.75) を相対運動の波動方程式に代入し、ラプ

ラシアンを極座標に変換すると

− h̄2

2µ

(
1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
+

1

r2
∇2

φ,θ

)
ϕr(r)

r
Y (φ, θ)

+ V (r)
ϕr(r)

r
Y (φ, θ) = Er

ϕr(r)

r
Y (φ, θ) (5.79)

となるが、これを変数分離すると

r2

ϕr(r)

∂2

∂r2
ϕr(r) +

2µr2

h̄2
(Er − V (r))

= −
∇2

φ,θY (φ, θ)

Y (φ, θ)
(5.80)

となるから、これを J(J+1)と置くことで Y (φ, θ) =

Ylm(φ, θ)とおくことができる。

♣ 式 (5.80) †

∂

∂r

(
r2

∂

∂r

ϕr

r

)
=

∂

∂r

(
r2

rϕ′
r − ϕr

r2

)
=

∂

∂r
(rϕ′

r − ϕr) = ϕ′
r + rϕ′′

r − ϕ′
r

= r
∂2

∂r2
ϕr(r) (5.81)

すると動径方向の波動方程式は

− h̄2

2µ

∂2

∂r2
ϕr(r) +

(
V (r) +

h̄2J(J + 1)

2µr2

)
ϕr(r)

= Erϕr(r) (5.82)

が得られ、これは

Veff(r) = V (r) +
h̄2J(J + 1)

2µr2
(5.83)

とした有効ポテンシャル中の一次元の運動とみなす

ことができる。よって

W (r) =
h̄2J(J + 1)

2µr2
(5.84)

となる。

相対運動のエネルギー固有値 Er について, 振動
量子数 ν と回転量子数 J の組を用いて, 量子状態
を (ν, J) で表記し, 始状態を (ν, J) = (νi, Ji), 終
状態を (ν, J) = (νf , Jf ) とする. 一酸化炭素のよ
うな二原子分子でみられる, ∆ν = νf − νi = 1,
∆J = Jf − Ji = ±1 の遷移を考える. 始状態,
終状態の相対運動のエネルギー固有値をそれぞれ

Er = Er,i, Er = Er,f と表記し, 遷移エネルギーを
∆E = Er,f − Er,i とする.
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図5.4 一酸化炭素の∆ν = 1遷移における R-branch, P-branch断面積。

q = r − re と座標変換する.

Veff(q) ≈ Ve +
µ

2
ω2q2 +

h̄2J(J + 1)

2µ(q + re)2
(5.85)

≈ Ve +
µ

2
ω2q2 +

h̄2J(J + 1)

2µr2e
(5.86)

となるから ϕr(x)に対する波動方程式は

− h̄2

2µ

∂2

∂q2
ϕr(q) +

µ

2
ω2q2ϕr(q) = E′

rϕr(q) (5.87)

E′ = Er − Ve −
h̄2J(J + 1)

2µr2e
(5.88)

と調和振動子の波動方程式となる。角振動数 ω の調

和振動子のエネルギー固有値は, ν = 0, 1, 2, · · · を振
動量子数として,

E′ = h̄ω

(
ν +

1

2

)
(5.89)

であることから, 元の波動方程式のエネルギー固
有値は

Er = Ve + h̄ω

(
ν +

1

2

)
+
h̄2J(J + 1)

2µr2e
(5.90)

となる。

Er(ν, J) = Ve + h̄ω

(
ν +

1

2

)
+
h̄2J(J + 1)

2µr2e
(5.91)

とおく。Er,f = E(νf , Jf ), Er,i = E(νi, Ji) とおけ

るため

∆E = Er,f − Er,i = E(νf , Jf )− E(νi, Ji) (5.92)

= h̄(νf − νi) +
h̄2

2µr2e
[Jf (Jf + 1)− Ji(Ji + 1)]

(5.93)

= h̄∆ν +
h̄2

2µr2e
(Jf − Ji)(Jf + Ji + 1) (5.94)

= h̄∆ν +
h̄2

2µr2e
∆J(2Ji +∆J + 1) (5.95)

となる。

∆ν = 1, ∆J = 1を式 (5.95)に代入すると

∆E = h̄ω +
h̄2

µr2e
(1 + Ji) (5.96)
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となる。∆ν = 1, ∆J = −1を式 (5.95)に代入すると

∆E = h̄ω − h̄2

µr2e
Ji (5.97)

となる。

これらの帰結は h̄ω を中心に前後に間隔 h̄2

µr2e
で

櫛状に遷移が並ぶということである。図5.4は CO
(∆ν = 1)の断面積を示しており、櫛状に並んでいる。
波数で右側に伸びる式 (5.96)の系列を R-branch, 式
(5.97)を P-branchという。

5.3 ラインプロファイルと線強度

量子力学的効果により分子の遷移エネルギーは

離散的であるが、吸収エネルギーは、その離散エネ

ルギーの周りに様々な理由で拡がる。この拡がりを

Broadeningと呼ぶ。惑星大気では

• 熱運動や乱流によるドップラー拡がり

• 不確定性原理による自然拡がり

• 分子間のファンデルワールス力に由来する圧力

依存の圧力拡がり

の三種が重要な Broadeningである。
まず、熱運動による broadeningは、原子が熱運動

により視線方向に速度 vx を持つことでおこるドップ

ラーシフト ν = ν̂(1 + vx/c) に起因する。vx の分布

関数はMaxwell速度分布

P (vx) =

√
m

2πkBT
e
− mv2

x
2kBT (5.98)

=

√
m

2πkBT
e
−mc2(ν−ν̂)2

2kBTν̂2 (5.99)

に比例してラインが広がること。HWHM (half width
at half maximum)、

γD = ν̂

√
2(log 2)kBT

mc2
(5.100)

を用いて、ドップラー拡がりの line profileは

gD(ν; ν̂; γD) =

√
log 2
π

1

γD
e
− log 2

(
ν−ν̂
γD

)2

(5.101)

となる。すなわちドップラー拡がりはガウス分布に従

う。乱流（ミクロ乱流）による速度分散も同様にガウ

ス分布で近似されるが、現在のところあまり考慮され

ていない。

一方、圧力広がりと自然拡がりは共に Lorentz
profile、

gL(ν; ν̂; γL) =
γL/π

(ν − ν̂)2 + γ2L
(5.102)

で表される。ここに HWHMを γL としている。

惑星大気では特に圧力拡がり (van der Waals
Broadening)が重要である。地球大気の場合、p0 =1
atmosphere、T0 =296 Kでの γL,Wを、air-broadening
coefficient γairL,W といい、これを用いて、

γL,W(p, T ) = γairL,W
p

p0

(
T0
T

)α

(5.103)

のように圧力拡がりを計算することが多い。ここに α

は温度依存項のべき (temperature exponent)で代表
的には 0.5程度であるがさまざまである。圧力拡がり
は周囲の分子からのファンデルワールス力に起因す

るので、背景大気の種類によって異なる。特に系外惑

星大気では水素分子・ヘリウム大気であることが多

く、地球の大気下での値と異なることに注意が必要で

ある。

自然拡がりは、不確定性原理からくるラインの広が

りである。アインシュタイン A係数を用いて

γL,n =
A

4πc
=

0.222

4πc

( ν

cm−1

)2
[cm−1](5.104)

となる。これは電子が励起状態に滞在する確率が e−At

のようになることと不確定性関係に由来している。圧

力拡がりに対し、自然拡がりは低圧下で寄与が大きく

なる。

上記の Doppler profileと Lorentz profileの両方が
効く場合、両者を convolutionしたものが line profile
となる。これを Voigt profileと呼ぶ。

gV (ν; ν̂) = (gL ∗ gD)(ν; ν̂)

=

∫ ∞

−∞
dν′gL(ν − ν′; ν̂; γL)gD(ν′ − ν̂; ν̂; γD)

(5.105)

となる。圧力拡がりと自然拡がりの両方が寄与する場

合は、γL として

γL = γL,W + γL,n (5.106)
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を用いれば良い。これは Lorentian同士の畳み込みが

gL(ν; ν̂, γL,W) ∗ gL(ν; ν̂, γL,n)

=

∫ ∞

∞
dν′gL(ν − ν′; ν̂; γL,W)gL(ν

′ − ν̂; ν̂; γL,n)

(5.107)

=
(γL,W + γL,n)/π

(ν − ν̂)2 + (γL,W + γL,n)2

= gL(ν; ν̂, γL,W + γL,n) (5.108)

となるからである。また Lorentian のテイルは無限
に続くわけではなくある程度、線中心から離れると

(O(102)cm−1) 急激にカットオフが効くとされてい
る。この Sub–Lorentian 効果についてはわかってな
いことが多いが、広い波数域で計算する際には注意が

必要である。

またラインプロファイルは∫
dνg(ν) = 1 (5.109)

に規格化されているため g(ν)の次元は cmである。
光子が分子によって吸収される過程を考える。分

子分光では、エネルギーに対応する量を hcで割って、

波数で表すことが一般的である。ここでもこの表記

法に習おう。また、光の吸収を考えるので、終状態

は始状態より高いエネルギーである。そこで終状態

を up (upper state)は初期状態を low (lower state)
のラベルに書き換える。例えば、Elow = Eνi,Ji

/hc,
Eup = Eνf ,Jf

/hcである。

光の吸収に関して各ラインの強度は、下の順位 Elow

からの誘導吸収により生じるため、その状態の数に比

例して強くなる。ただし、光が入射することで生じる

誘導放射により実効的な吸収が減るため、この補正も

必要である。

Elow の状態の数は、局所熱力学平衡にあると

nlow
n

=
glow
Q(T )

exp
(
−hcElow

kBT

)
(5.110)

となる。ここに glow は縮退度、nは全状態数、Q(T )

は分配関数である。また誘導放射による補正は (1 −
e−hcν̂/kBT ) である。ここに ν̂ は吸収波数、つまり

upper/lower statesの差の ν̂ = Eup −Elow のことで

ある*4。

係数も含めると線強度とはラインプロファイル

g(ν)を用いて断面積が

σ2(ν) = S(T )g(ν) (5.111)

となる量である。つまり S(T )の次元は cmである。

S(T ) =
gup
Q(T )

A

8πcν̂2
e−c2Elow/T

(
1− e−c2ν̃/T

)
,

(5.112)

となる。ただし c2 ≡ hc/kB = 1.4387773 cmK であ
る。Aはアインシュタイン A係数である。

♣ 式 (5.112) †

実効的に起きる吸収は、誘導吸収 (Blu) から誘導放射
(Bul)を差し引いたものである。つまり

S(T ) =
hcν̂

c

(nlow
n

Blu −
nup
n

Bul

)
(5.113)

が実効的におこる吸収である。局所熱力学平衡の場合、

nup
nlow

=
gup
glow

exp
(
−
hc(Eup − Elow)

kBT

)
(5.114)

=
gup
glow

e−hcν̂/kBT (5.115)

である。また詳細つり合いから

glowBlu = gupBul (5.116)

A = 2πhcν̂3Bul (5.117)

となるが、これらを用いると

S(T ) =
hν̂

4π

nlow
n

Blu(1− e−hcν̂/kBT ) (5.118)

=
gup
Q(T )

A

8πcν̂2
e−hcElow/kBT

(
1− e−hcν̃/kBT

)
(5.119)

が得られる。途中で式 (5.110)を用いた。

5.4 様々な分子の振動回転遷移 ‡

メタン

図5.5に示すように、メタンの振動モードは４種類
ν1, ν2, ν3, ν4 があり、そのうち赤外活性つまり赤外域

での光子吸収があるのは ν3 と ν4 である。これらは基

本バンドとして、それぞれ 3.25–3.45 µm, 7.5–8.0µm

*4 この量を E を使って表さないのは、分光的に問題となる実
際に吸収中心である波数であるからであろう。
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図5.5 メタンの４種振動モード

に強い吸収を持つ。またそれ以外の場所にも Polyad
構造による吸収（ホットバンド）が多数存在する。

Polyad構造は ν1 ≃ ν3 ≃ 2ν2 ≃ 2ν4 ≃ 3000cm−1 と

なることに起因する構造であり、polyad数

P = 2(ν1 + ν3) + ν2 + ν4 (5.120)

で特徴づけられる。それぞれ Monad (P=0), Dyad
(P=1), Pentad (P=2), Octad (P=3), Tetradecad
(P=4), Icosad (P=5), Triacontad (P=6), Tetracon-
tad (P=7), の名前がついていて、エネルギーは大ま
かに 1500P cm−1 程度となる。例えば褐色矮星の H
バンドに見られる 1.6µm 付近のメタン吸収は P=4
の Tetradecadに対応することが分かる [12]。

二原子分子のバンドヘッド

調和振動子近似ではポテンシャルが核子間距離の

二次の関数であるとし、式 (5.85) の遠心力項が核子
間の距離の関数であることを無視していた。実際、こ

の近似は、図5.4のように、一酸化炭素の∆ν = 1遷移

をよく説明できる。しかし、振動遷移∆ν が大きくな

ってきて核子間距離の、これらの近似が破れてきて、

バンドヘッドという構造が表れる。ポテンシャルは

Veff(q) ≈ Ve +
µ

2
ω2q2 +

h̄2J(J + 1)

2µr2e [1 + (q/re)2]

(5.121)

≈ h̄2J(J + 1)

2µr2e

[
1− 2

q

re
+ 3

(
q

re

)2

· · ·+

]
(5.122)

と表されるが、この右辺第三項の q/re が大きくなる

と、遠心力が弱くなる効果が存在する。また、ポテン

シャル自身も図5.2の基底状態で示すように平衡位置
から離れると二次近似から逸脱してくる。これらの効

果を摂動論として計算すると、（省略するが）この計

算は X = (ν + 1/2) と Y = J(J + 1) の二次式の形

となる。

クロスターム (XY ) 以外の二次の項は無視した形
式を記すと

Er(ν, J) = Ve + h̄ω

(
ν +

1

2

)
+BνJ(J + 1)

(5.123)

Bν =
h̄2

2µr2e
− α0

(
ν +

1

2

)
(5.124)

となる。これは振動が大きくなると、非調和ポテンシ

ャルでは平均的な核間距離が延びることで、回転定数

Bν が小さくなるという描像である。

式 (5.124)を用いて評価すると Bν+1 −Bν = −α0

であるので、R, P-branchはそれぞれ

hν̂Rline(Ju) = hνν + 2BJu − α0J
2
u (5.125)

hν̂Pline(Ju) = hνν − 2B(Ju + 1)− α0(Ju + 1)2

(5.126)

B ≡ B0 +
1

2
α0 (5.127)

となり二次関数となる。

α0 > 0 とすると、R-branch の変曲点は Ju =

B/α0 > 0となるので*5、振動回転遷移の波数最大値

（波長最小値）が存在し、このエネルギー付近に多数

の遷移が集まることがわかる (図5.6の下パネル)。こ
れを band headと呼ぶ。図5.6に 2.3ミクロン付近の
CO の band head の例を示した。今回横軸は波長で
あることに注意が必要である。band head 付近の準
位が多い温度では、band head 付近の吸収が強くな
る (図5.6の上パネル)。
また式 (5.125)と (5.126)を一つの式にまとめて、

hν̂line(J ) = hνν − 2BJ − α0J 2 (5.128)

ただし、

J =

{
Ju (J > 0)
−Jl (J < 0)

(5.129)

*5 一方、P-branchの変曲点は−B/α0 < 0であるので、Jl =
Ju + 1 > 0 の領域に変曲点は存在しない。ただしこれは
α0 > 0の場合である。
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図5.6 CO 2.3ミクロン帯 (X 1Σ+, ∆ν = 2)の band headの例。Jupper のエネルギー増加が減少に転じ

る点に多数の遷移が集まり band headが生じる。

としたものを、縦軸 J、横軸ライン中心波数で書い
たものを R. Fortratにちなんでフォルトラ図という
(図5.7)。振動エネルギーの差にあたる J = 0の値 νν

にはラインがない。これをバンド原点 (Band origin)
と呼ぶ。

5.5 重力と惑星大気

惑星大気は、惑星の重力により惑星表面に束縛され

ている。すなわち重力が大気構造の大まかな構造をあ

たえる。大気構造に以下の仮定をおいて簡単化し、大

気構造と重力の関係を見る。

• 大気層は薄く平衡平板で近似できる

• 大気は等温

• 大気は理想気体としてふるまう

• 大気の鉛直方向の運動はなく、重力と圧力が釣り

合っている

ここから、大気の重要な長さスケールであるスケール

ハイトが導入される。

理想気体の状態方程式

単一成分の理想気体の状態方程式は、圧力 P、温度

T、気体数密度 n[cm−3]を用いて

P = nkBT (5.130)

となる。アボガドロ数 NA = 6.0221367 × 1023 を利

用して

P = R′n′T (5.131)

とも書ける。ここに R′ = NAkB = 8.3144598 ×
107[erg/K/mol]は universal gas constantである。こ
こに n′ はモル数密度 [mol cm−3]である。式 (5.130)
を気体密度 ρ = µmHn [g cm−3] (µ は分子量、mH

は proton mass)であらわすと、

P =
kB
µmH

ρT (5.132)

(5.133)

となる。specific gas constant R [erg/g/K]を用いて

かくと

P = RρT (5.134)

R ≡ kB
µmH

(5.135)
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図5.7 COのフォルトラ図。∆ν = 2, νlower = 0の場合を示している。

となる。以上のように R′ を用いてモル数密度で考え

ているのか、kB もしくは R を用いて、通常の密度・

数密度で考えているのか区別する必要がある。本稿で

は宇宙分野の表記との一貫性を保つため、原則は通常

の密度・数密度で考える。しかし、気象学の分野では

数密度の mol 表記が一般的であり、比較の際や文献
値を使用する際には表記の違いに注意が必要である。

等温・静水圧平衡

惑星の地表においた薄い大気層においては重力

加速度

g = −dϕ
dr

=
GMp

r2
(5.136)

(ϕ = GMp/rは重力ポテンシャル)を rに寄らず一定

と近似することができる。この条件下で静水圧平衡

dP (r)

dr
= ρ

dϕ

dr
= −ρg (5.137)

に、状態方程式 (5.132)を用いると微分方程式

dP

dr
= −P

H
(5.138)

の形となり解は

P (r) = P0 exp
(
−r − r0

H

)
≡ Pthin(r)(5.139)

となる。r0 での圧力を P0 として境界条件とした。

ここに

H ≡ kBT

µmHg
(5.140)

≈ 8.4 km
(

T

300 K

)( µ
30

)−1
(

g

980 cm/s2

)−1

(5.141)

は (圧力)スケールハイトとよばれる。つまり、熱エ
ネルギーと重力の比で大気の典型的な高さが決まる

単純な描像が得られる。長さの次元を持つ大気の高さ

には熱エネルギー、すなわち温度情報が必要であるこ

とがわかる。

式 (5.140)から、例えば、温度の高い惑星のほうが
大気の高さがあるため観測しやすいことなどがわか

る。岩石惑星の場合、密度がほとんど半径によらない

ため、H は半径に反比例する。すなわち半径が二倍地

球半径のスーパー・アースは、半径は二倍になるが大

気の厚さは半分になるため、透過光分光による大気キ

ャラクタリゼーションの難しさはあまり変わらない。

また、式 (5.139)から、ある r > r0 の r0 からの高さ

を圧力から求めるには、

∆r = (r − r0) = H log
(

P0

P (r)

)
(5.142)

となる。

また大気中で等温とみなせる薄い一層を考え、そ

のレイヤーの高さ幅を dz(> 0)、圧力単位での幅を
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dP (> 0)とすると、式 (5.140)から

dP

P
=
dz

H
(5.143)

と書ける。このようにスケールハイトで規格化された

高さの変化が圧力の相対変化と一致する。改めて書く

ほどではないが、式 (5.137)から高さ座標と圧力座標
の変換は

dz =
dP

ρg
(5.144)

である。

5.6 大気と分子存在量

前節では等温であるとしたが、一般には大気は等温

ではない。大気の高さを長さの次元で考えるために

は、上で見たように温度情報が必要であるが、これが

等温でない場合、複雑になってしまう。そこで大気の

高さを長さの次元ではなく、圧力で代用する方法が良

く用いられる。この場合、温度の鉛直構造は縦軸圧

力・横軸温度であらわされるが、圧力軸は鉛直方向を

示すためが逆転させることが多い。

また大気からの放射や透過・反射を考える場合、光

学的厚さと圧力を変換する必要がある。式 (5.137)
より、

dr = −dP
ρg

(5.145)

であるから、断面積を σとした光学的厚さの微分形は

dτ = −nσdr = σ

µmHg
dP (5.146)

と表される。ただし符号は τ をどちらから測るかに

依存する。今は、r → ∞ を τ → 0 と定義している。

この表記でも陽に温度にはよらないことに注意。ただ

し、一般的に断面積は温度・圧力に依存する。またガ

ス組成の鉛直分布依存に対応して平均分子量も厳密

には圧力に依存する、すなわち

dτ =
σ(T, P )

µ(P )mHg
dP (5.147)

である。ただし、ここでは薄い大気を考えているので

g は圧力によらないことに注意。

多成分系

大気が多成分系からなる場合はどうだろうか？mH

をプロトン質量とすると、第 i成分の分圧は

Pi = kBniT = RρiT (5.148)

である。今、密度と数密度の関係は

ρ =

N∑
i=1

ρi = mH

N∑
i=1

µini (5.149)

= mH

(
N∑
i=1

µi
ni
n

)
n = mH µn (5.150)

µ ≡
N∑
i=1

ξiµi (5.151)

と表せる。ここに総数密度 n =
∑N

i=1 ni を定義した。

また µは平均分子量であり、ξi = ni/nは体積混合率

(Volume Mixing Ratio; VMR) と呼ばれる量である。
体積混合比は分圧と

Pi = ξiP (5.152)

の関係がある*6。また式 (5.151)の両辺を µで割るこ

とにより

1 =

N∑
i=1

Xi (5.153)

Xi =
µi

µ
ξi (5.154)

=
ρi
ρ

(5.155)

となる。Xi は、全ガスに占める分子 iの質量の割合

を示し、質量混合比 (Mass Mixing Ratio; MMR)と
呼ばれる。

密度表記の状態方程式は平均分子量 µを用いて

P =

N∑
i=1

Pi = kBnT = RρT (5.156)

R ≡ kB
µmH

(5.157)

と一成分系のように扱える。

*6 体積混合比は、ガスの気体分子全体の数に対する分子 Aの
数の割合であり、なぜこの量を体積混合比と呼び、数混合比
と呼ばないのかは不明である。
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分子存在量推定と基本縮退

分子多成分系の場合、第 i 成分の opacity は、式
(5.152)、式 (5.154)より

dτi = −niσidr =
σi

µmHg
dPi (5.158)

=
ξiσi
µmHg

dP (5.159)

=
Xiσi
µimHg

dP (5.160)

となる。

ここで式 (5.160)をよく見ると、σi, µi,mH は大気

とは無関係に物理化学的に決まる量であるが、Xi と

g は系に固有の量であり、観測の観点からは推定量で

ある。しかし dτi は Xi/g にのみ依存しているため、

これを同時に決めることはできない。分子だけでオパ

シティが決まる場合の総光学的厚さは、線形和

dτ = −
N∑
i=1

niσidr =

N∑
i=1

dτi (5.161)

となっていることから、結局、スペクトルから推定で

きるのは、分子存在量ではなく、質量混合比を重力で

割った Xi/g のみである。これを我々は基本縮退と呼

んでいる。

トランジット系の場合、RVとトランジット半径か
ら g が決まるため、基本縮退は解けるの問題はない。

直接撮像惑星や褐色矮星の直接分光のような放射光

のみの場合、photosphereが分子吸収しか見えない場
合、基本縮退は解けない。しかし水素分子等による連

続吸収が見える場合は基本縮退が解けるようになる

[11]。

5.7 雲

系外惑星・褐色矮星大気の推定では、雲のモデルが

必要である観測スペクトルも多い。雲のモデルは、実

際の解析には簡単に灰色の色依存性のない連続オパ

シティとして扱われることも多い。しかしここでは雲

の微物理に踏み込んだモデルを紹介する*7。特に系外

惑星の雲モデルの seminal paper である Ackerman

*7 雲の微物理の深い議論は Pruppacher and Klett[19] を参
照

and Marley[2]に雲モデルを紹介する。雲は、大気中
に存在する気体から固体もしくは液体に想定するこ

とで発生する。地球大気の雲は主に H2Oによるもの
であるが、液体の雲（水雲）と固体の雲（氷雲）があ

る。表5.3に、系外惑星や褐色矮星で考える主な雲の
構成成分を示した。

表5.3 典型的な雲粒子の構成成分とその物質密度。

通称 分子式 物質密度 δc(g/cm3)
water H2O 1

NH3
Fe (固体) Fe 7.875
ferrous oxide FeO 5.987
phosphate H3PO4

KCl
Na2S
TiO
SiC
VO

hematite Fe2O3 5.275
magnetite Fe3O4 5.200
fayalite FeSiO4 4.393
corundum Al2O3 3.987
quartz SiO2 2.648
rutile TiO2 4.245
enstatite MgSiO3 3.194
forstelite Mg2SiO4 3.214

雲粒子の終端速度

雲粒子が落下し、空気抵抗力 Fd ＋浮力 Fa と重力

が釣り合った定常の速度になったとする。この速度を

終端速度 (terminal velocity)という。釣り合いの式は

Fd + Fa = m(r)g (5.162)

である。m(r)は雲粒子の質量、g は重力定数である。

雲粒子の物質密度を δc、大気の密度を ρとする。

m(r) =
4π

3
r3δc (5.163)

Fa =
4π

3
r3ρg (5.164)
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なので

Fd =
4π

3
r3(δc − ρ)g (5.165)

≈ 4π

3
r3δcg (5.166)

となる。最後の近似は、通常 δc ≫ ρなので浮力を無

視している場合である。

抵抗力 Fd は、一般的に終端速度 vf と抵抗係数 Cd

を用いて

Fd = Cd

ρv2f
2

(πr2) (5.167)

の形にかける（証明略）。ここで無次元数レイノルズ数

Nre =
2ρvfr

η
(5.168)

を用いて、

Fd = 6πηrvf

(
CdNre

24

)
(5.169)

の形に書き直せる。式 (5.165)と合わせると

vf (r) =
2

9η
gr2(δc − ρ)

(
CdNre

24

)−1

(5.170)

となる。ただし η は dynamic viscosity.
ここで Cd はレイノルズ数によってことなる。

Nre ≪ 1の場合、

Cd =
24

Nre
(5.171)

の Stokes flowとなる。粒子サイズが小さい場合、粒子
表面での滑りが生じ、そのための補正、Cunningham
補正係数 (1+1.26NKn)、NKn = kBT/

√
2πr2PLは

Knudsen数の補正をいれる。結果の終端速度は

vsff (r) =
2

9η
gr2(δc − ρ)(1 + 1.26NKn) (5.172)

となり粒径 rの二乗に比例する。大きいレイノルズ数

ではこのような近似はできないが、Nre = 0.01− 300

くらいの場合は、vf が rに、Nre > 300の場合は r1/2

にだいたい比例することが知られている

dynamic viscosity については Rosner の教科書
[22]により

η =
5

16

√
πmkBT

πd2
(kBT/ε)

0.16

1.22
(5.173)

で与えられる。Rosner の教科書 [22] には、さまざ
まな大気成分について分子直径 d、Lennard-Jones
potentialと kB の比が与えられている。

中レイノルズ数では、無次元数であるデービス

数 (Davies number)*8ND = CdN
2
re を考える。式

(5.170) にレイノルズ数の定義 (5.168) から vf を消

去することで、

ND = CdN
2
re =

32

3η2
gr3ρ(δc − ρ) (5.174)

を求めることができる。

これと x = logND と y = logNre の関係式 (y =

f(x)) を実測値からフィットしたものを用いること
で、Nre を求め、レイノルズ数の定義 (5.168式より、

vf =
η

2ρr
ef(logND) (5.175)

と終端速度が求まる。

Pruppacher and Klett[19]の Table 10.1の値を用
いると、

f(x) = −0.0088x2 + 0.85x− 2.49 (5.176)

がよくフィットする（図5.8）。また Nre > 500では、

Ackerman and Marley (2001) [2]に従い、Cd = 0.45

を採用するとする。

vf =
η

2ρr

√
ND

Cd
(5.177)

となる。

以上をまとめると

vf =



2

9η
gr2(δc − ρ)(1 + 1.26NKn)

for ND < 42 (Nre < 2)
η

2ρr
exp (−0.0088 log2ND + 0.85 logND − 2.49)

for 42 ≤ ND < 105 (2 ≤ Nre < 500)
η

2ρr

√
ND

Cd

for 105 ≥ ND (500 ≥ Nre)

となる。境界条件は接続するようにとっている。

*8 Best numberとも。
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図5.8 デービス数・レイノルズ数の関係.
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図5.9 雲粒子半径と終端速度。地球大気・地球重力、

T = 300Kの場合。

問題

人間の会話や呼吸で排出される水について考

えよう。WHO の定義では直径 5µm 以上の
の水滴を droplet（飛沫）、直径 5µm 以下の
半径の水滴を aerosol（エアロゾル）あるいは
droplet nuclei（飛沫核）と定義している。地
面から 1.5m のところにある口から排出され
た直径 5 µmのエアロゾルは、何分くらい空気
中に滞留するか？ここでは空気の流れはなく、

水滴の蒸発もないとする。

蒸気圧曲線と雲底面

単一成分の気体-固体、気体-液体の相変化による雲
を考える。雲はある高度以上で気体が固体または液体

に相変化することで発生する。雲の生成・消滅は複雑

な物理によるが、ここでは蒸気圧曲線と分圧が一致し

た高さを雲底を簡単に定義する。すなわち気体成分の

体積混合率を ξv(P )とすると

P (T ) = Psat(T )/ξv(P ) (5.178)

となる (P, T ) が雲底であるとする (図5.10)。また蒸
気圧 Psat(T ) は Clausius-Clapeyron の式から潜熱 l

を用いて

Psat(T ) = Psat,0e
−l/RT (5.179)

の形で書ける (系外惑星探査 6.2.3 p153)。
複数成分の気体からなる雲の場合、”気体成分”の

体積混合比 ξv(P ) をどのように求めるかという問題

もある。化学平衡計算をして求めるか、もしくは作れ

る最大の量を作るという考えかたもある。後者の場

合、たとえばエンスタタイト (MgSiO3)であれば、そ
れぞれの元素の体積混合比からの律速量を利用して

ξv = min[ξ(Mg), ξ(Si), ξ(O)/3] (5.180)

となる。
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図5.10 雲底の決め方。温度圧力プロファイルと蒸

気圧曲線を体積混合率で割ったものとの交点が雲底

となる。

Ackerman and Marleyの雲分布モデル
系外惑星や褐色矮星の雲のモデルとしてよく用い

られる Ackerman & Marley (2001)[2](AM01) に基
づき、いくつか修正して解説したい。簡単のためある

分子が凝縮して雲になることを考える。例えば水によ
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る雲は大気中では気体の状態 (v)と雲の状態 (c)の二
種類をとる。二つの状態の総和を totで表す。混合比
は混乱を避けるため体積混合比*9ではなく質量混合比

で考える。全質量混合比 Xtot(z)は、雲の質量混合比

Xc とガスの質量混合比 Xv(z)の和である。

Xtot(z) = Xc(z) +Xv(z) (5.181)

このモデルではまず、代表サイズの雲粒子を考え、

鉛直方向の輸送と降雨による凝縮体の沈降のバランス

−Kzz
∂

∂z
Xtot(z)− vf (z)Xc(z) = 0 (5.182)

が基本的な式となる。ここにKzz(z)は鉛直方向の渦

拡散係数 (単位は cm2/s)、vf (z)は雲粒子の典型的沈
降速度である。

式 (5.182)を解くためには、X の三状態についても
う一つ拘束条件が必要である。ここでは

Xc(z)/Xtot(z) = const. ≡ kc (5.183)

と仮定しよう。すると微分方程式 (5.182)は

∂

∂z
Xc(z) = −

kcvf (z)

Kzz(z)
Xc(z) (5.184)

となる。

式 (5.184) をみると vf (z) ∝ Kzz(z) と仮定でき

れば、この微分方程式は簡単に解けることがわか

る。AM01ではそのような仮定を課しているようだ。
つまり、沈降速度 vf (z) が鉛直渦の速度スケール

veddy(z) = Kzz(z)/L、ここに Lは対流の典型的スケ

ールに比例するとし、ここでは定数であるとする*10。

fsed を定数として

vf (z) = fsedveddy(z) = fsedKzz(z)/L (fsed 仮定)
(5.185)

と書けるという仮定を置く。この場合、雲底より上

の解は

Xc(z) = Xc(0) exp
(
−kcfsed

L
z

)
(5.186)

*9 体積混合比、すなわち数混合比では、一個をどう数えるか定
義しなくてはならない。例えば、雲全体が含む分子の個数の
場合もあれば、それぞれ大きさの違う（つまり含む分子の個
数が異なる）雲粒子の個数の総和を想定する場合もありう
る。

*10 AM01 ではこれを定数としない定式化もなされている。定
数としたものを Heuristicな場合として提示されている。

となる。

L = H(z = 0) = H0 と仮定し、z と P の関係が

H0 の静水圧で決まると仮定すると式 (5.186)は

Xc(P ) =

Xc(0)
(

P
P0

)fsed/kc

P ≤ P0

0 P > P0

(5.187)

と書ける。ここに P = P0 は雲底の圧力である。雲の

混合率分布は図5.11のような分布となる。

図5.11 雲の質量混合率の例。

雲粒子のサイズ分布モデルを導入する。単位雲粒子

半径あたりの雲の粒子数密度を

q(r) ≡ dNc(r)

dr
(5.188)

と定義する。ここに Nc(r) は半径が r 以下である粒

子の数密度である。すなわち∫ ∞

0

q(r)dr =

∫ ∞

0

dNc(r)

dr
dr = Nc(∞) ≡ N

(5.189)

が雲粒子の総数密度となる。ここでガスの数密度の表

記である n と記号を変えている理由は、これは雲粒

子の分子の数を数えているわけではないからである

という点に注意が必要である。雲粒子を構成する分子

の数密度を nc と表記すると、こちらは質量混合比と

Xc =
ρc
ρ

=
µc
µ

nc
n

(5.190)
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の関係にある。µc は雲の構成分子の分子量である。こ

こに ρc は大気中で雲粒子全体が占める質量密度であ

る (g/cm3)。雲粒子自体の質量密度 δc と混同しない

ように注意が必要である (同じく単位は g/cm3)
また、mc を雲粒子一つ一つの質量と定義すると、

dmc/dr が半径ごとの雲粒子の質量分布関数となる。

雲粒子が球形であると仮定すると

dmc
dr

=
4

3
πr3δc

dNc(r)

dr
=

4

3
πr3δcq(r) (5.191)

となる。

渦拡散係数と各粒子サイズ r における沈降速度

vf (z; r)が個別に与えられうるが、個別に与えた場合

はこの「fsed 仮定」は一般にはなりたたない。

fsed 仮定を成り立たせるための一番強い仮定は各

サイズに対して、

vf (z; r) = fsedveddy(z) = fsedKzz(z)/L (5.192)

としてしまうことだが、これだと沈降速度のサイズ依

存性を取り込めない。そもそも式 (5.182)は各粒子サ
イズに対して成り立つとしているわけではなく、なん

らかの代表値でなりたつとしている。そこで fsed 仮

定を代表操作に押し付けることになる。

いま沈降速度に対する代表操作を質量平均とする。

すなわち

vf (z) =

∫
vf (mc)dmc
Mc(z)

=

∫∞
0
vf (z; r)(dmc/dr)dr∫∞
0

(dmc/dr)dr

=

∫∞
0
dr vf (z; r)r

3q(r)∫∞
0
dr r3q(r)

(5.193)

で対応付けられるとする。

高さ z の大気層において単位体積あたりの雲粒子

の総質量はMc(z) = Xc(z)ρ、ただし ρは大気質量密

度であることに注意。これが fsed 仮定を満たせばい

いので

fsedKzz(z)/L =

∫∞
0
dr vf (z; r)r

3q(r)∫∞
0
dr r3q(r)

(5.194)

となる必要がある。

AM01では zの層の雲粒子のサイズ分布として、対

数正規分布

q(r)dr = N(z)pz(r)dr (対数正規サイズ分布仮定)

(5.195)
pz(r) =

1

r
√
2π logσg

exp
{
− 1

2(logσg)2

[
log
(

r

rg(z)

)]2}
(5.196)

を仮定する。ただし logσg > 0 (σg > 1) である*11。

σg が分布広がりを表現するが、ここでは各層で共通

の値を採用していることに注意する。対数正規分布の

モーメント公式

Ek ≡
∫ ∞

0

drrkpz(r) = rkg (z)e
k2 log2 σg/2 (5.197)

を用いると

Mc(z) = Xcρ =

∫
dr

4πδcr3

3
q(r)

= N(z)
4πδcr3g(z)

3
exp

(
9

2
log2 σg

)
(5.198)

より、粒子の個数密度である N(z)が

N(z) =
Xcρ

m̃
(5.199)

m̃ ≡
4πr3g
3

δc exp
(
9

2
log2 σg

)
(5.200)

と表されることが分かる。ここに m̃は、雲質量密度

と雲粒子の個数密度をむすびつける粒子一個あたり

の平均的な質量と解釈される。

さて fsed 仮定からくる要請 (5.194)から∫ ∞

0

dr vf (z; r)r
3q(r) = fsedKzz(z)E3/L (5.201)

をみたす vf (r; z) を仮定しないとならない。前節で

はレイノルズ数によって傾きは若干変わるものの、

終端速度はべき規則にほぼ従うことを見た。そこで、

vf (r; z)として、べき分布を仮定する

vf (r, z) = Arα (沈降速度べき仮定) (5.202)

*11 通常、対数正規分布の記号は、ここでの logσg を σ と置く
が、ここでは AM01に合わせている。少し混乱のもとであ
ることは否めない。
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式 (5.201)より、

A =
Kzz(z)

rαg (z)

fsed
L

E3

Eα+3

=
Kzz(z)

rαg (z)

fsed
L
e−(α2+6α) log2 σg/2 (5.203)

となるので、

vf (r; z) =
Kzz(z)

rαg (z)

fsed
L
e−(α2+6α) log2 σg/2rα

(5.204)

=
Kzz(z)

L

(
r

rw(z)

)α

(5.205)

ここに

rw(z) = rg(z)f
−1/α
sed exp

[(
α+ 6

2

)
log2 σg

]
(5.206)

となる。つまりこのような分布関数であれば fsed 仮

定がなりたつ。そもそも式 (5.204)は、べき則なので
rw(z)は典型的なスケールを与えるわけではなく、あ

くまで単にある z において沈降速度が鉛直輸送と釣

り合っている粒子サイズを与えているに過ぎない。

さて式を閉じるためには rg(z) と α がわからない

とならない。rg(z)は、第5.7章で用いたような物理的
な終端速度モデルで vf (r) が Kzz(z)/L となる r を

rw として, 式 (5.178) から rg を算出すればよい。ま

た AM01では、この付近の r の第5.7章で用いたよう
な物理的な終端速度モデルの r 依存性をフィットし

て αを決めることが推奨されている。

AM01雲モデル（kc,fsed 一定）の特徴

fsed,Kzz(z),σg,kc が与えられれば、各層で
の雲の混合比の鉛直分布 (5.186) と対数
正規分布を仮定した各層の雲粒子分布

(5.195,5.199,5.206)が与えられる。

以上から、各層で各粒子サイズの存在量がわかった

ので、これらの散乱断面積（レイリー散乱もしくはミ

ー散乱）を足し合わせることで、雲の断面積が計算さ

れることがわかる。

サイズ依存性が無視できる場合の断面積

消散係数 Qe(r) が雲粒子のサイズ r によらずに

一定である場合の消散断面積を計算してみよう。す

なわち
Qe(r) = Qe (一定) (5.207)

吸収断面積、散乱断面積の場合も吸収係数 Qa, 散乱
係数 Qs で置き換えることで同様の議論ができる。

σext(z) =

∫∞
0
dr Qeπr

2q(r)

N
(5.208)

= Qeπr
2
g(z)e

2 log2 σg = Qeπr
2
geo (5.209)

となる。ここに平均幾何半径

rgeo ≡ elog
2 σgrg = rw(z)f

1/α
sed e

−α+4
2 log2 σg (5.210)

を定義した。

さて大気各層の optical depthは以下のように計算
される。まず

dτ =

∫ ∞

0

dr Qeπr
2q(r)dz = Nσext(z)dz (5.211)

= Qeπr
2
geoNdz (5.212)

となっていることを確認する。これは平均幾何半

径と粒子数密度で表した optical depth である。式
(5.199,5.200)により、粒子数密度 N から質量密度を

もちいた表式に変換できる。すなわち

dτ =
3ρQe

4δcrg(z)
exp

[
−5

2
log2 σg

]
Xc(P )dz (5.213)

= Xc(z)
3ρQe

4δcrw(z)f
1/α
sed

exp
[(

α+ 1

2

)
log2 σg

]
dz

(5.214)

=
3QeXc(z)ρ

4δcreff(z)
dz (5.215)

最後の式は AM01に従って実効半径を

reff(z) ≡ rw(z)f1/αsed exp
[
−
(
α+ 1

2

)
log2 σg

]
(5.216)

= rg(z) exp
[
5

2
log2 σg

]
(5.217)

と定義したものを使用したバージョンである。この定

義は平均幾何断面積とは一致しないことに注意。
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また、式 (5.213)を式 (5.144)を用いて圧力座標に
変換しておくと

dτ =
3QeXc(z)

4rgδcg
exp

(
−5

2
log2 σg

)
dP (5.218)

が得られる。最後の式は、インプットとして (rg, σg)
を用いることに注意した定式である。

全体としては、

τ = −
∫ P0

0

Xc(P )
3Qeρ

4δcreff

(
dz

dP

)
dP (5.219)

= Xc(0)

∫ P0

0

dP
3Qeρ

4δcreff

H

P

(
P (z)

P0

)fsed/kc

(5.220)

≈ 3

4

QeXc(0)P0

δcgreff(1 + fsedkc)
(5.221)

となる*12。最後の式変形は P0/H = gρ0 と ρ ≈ ρ0 を
用いた (系外惑星探査 p137 6.5, 6.6.及び p139 6.28)。
一般には Qe はサイズ依存性があるが、例えば、大

きい粒径の極限では消散係数 Qe → 2となるため、こ

れを代入したものは幾何学的断面積となる。

Mie散乱の場合の断面積
一般には Mie 散乱から計算される粒子サイズに依

存する Qe(r)を用いて

dτ =

∫ ∞

0

dr Qe(r)πr
2q(r)dz (5.222)

optical depthが計算される。Mie散乱の計算は大変
であるが、幸い簡単に利用可能なソフトウェアが存在

するので、それを利用するのもよいだろう。たとえば

PyMieScattは PythonベースのMie散乱計算コード
である。

*12 対応する AM01の (18)は 1/δc が抜けた誤植である。
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第 6章

スペクトルからの大気推定

スペクトルから惑星大気の諸量を推定する手順は

大まかには以下のとおりである。

1. 大気理論モデルの設定：パラメタを持つ大気モ
デルを作成し、モデルからスペクトルを生成でき

るコードを作成する

2. 確率モデルの設定：スペクトルデータに付随す
る誤差モデルと大気モデルの事前分布を設定す

る

3. ベイズ推定の遂行：実スペクトルデータと生成
したスペクトルから尤度を計算し、大気モデル中

のパラメタの事後確率分布を求める

大気理論モデルは、最も物理化学過程を含まないフ

リーリトリーバルでは、温度圧力分布自体を推定す

る。適当なパラメトライズモデルかガウス過程を用い

たより自由なプロファイルを仮定することもできる。

分子の存在量もパラメタとすることもできる。また高

温系では熱化学平衡を仮定して、元素存在量を推定パ

ラメタとすることも可能である。

大気理論モデルが設定されたら、次にスペクトルを

生成する。以下ではこのスペクトル生成部分を詳述す

る。また、推定ではオパシティ計算が計算速度や精度

を律速することが多い。そこでオパシティ計算の実際

的手法も解説する。ベイズ推定の部分は第3章と基本
的には同様である。

6.1 透過光スペクトルのモデリング

図6.1がトランジット時の概念図である。透過光で
問題になるのは惑星半径付近の薄い大気層での透過

率の波長依存性である。そこで、十分透過率が低い

位置の基準半径 R0 を定めてそこから上層までの大気

層の円環成分 (図6.1C)の実効的な影面積 A(λ)(以降、
円環影と呼ぶ)を考える。
例えばトランジット深さだけ考える場合、波長 λで

の惑星半径と恒星半径を Rp(λ),R⋆(λ)であるとして

δ(λ) =
R2

p(λ)

R2
⋆(λ)

=
πR2

0 +A(λ)

πR2
⋆(λ)

(6.1)

が観測量となり、円環影部分のみを考えればよい*1。

さて一般に円環影部分 (図6.1C)の計算を考えよう。
座標系を図6.1 B/Dのように取る。円環影部分は

A =

∫ 2π

0

∫ ∞

R0

[1− Tλ(rc, ϕ)]rcdrcdϕ

= π

(
2

∫ ∞

R0

[1− Tλ(rc, ϕ)]rcdrc
)

(6.2)

また、

Rp(λ) =

√
R2

0 + 2

∫ ∞

R0

[1− Tλ(rc, ϕ)]rcdrc (6.3)

とあらわされる。ここに Tλ(rc, ϕ)は、ある波長 λに

おける惑星ディスク半径 rc での弦方向の透過率であ

る。Tλ(r)は弦方向の光学的厚さ tと

Tλ(rc) = e−t (6.4)

の関係にある。以降、表記の簡略化のため λの添え字

を省略する。

tは弦方向の座標を z と取り、

t(rc) =

∫ ∞

−∞
κ(r)ρ(r)dz = 2

∫ ∞

0

κ(r)ρ(r)dz (6.5)

*1 Ingress/Egressを考える場合は円環影の一部分しか透過光
に寄与しないためより複雑となるがここでは考えない。
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図6.1 透過光分光を考えるための座標系。A：恒星の前面を通過する惑星。B：惑星部分の拡大図。C：円
環影部分。D：中の破線方向に惑星を切断したときの図。恒星光の通過方向である z 方向を弦方向と呼んで

いる。右図は「系外惑星探査」図 4.13に対応している。

である。さてこの積分を大気レイヤーモデルで評価し

ていこう。tn を n番目のレイヤーの弦方向のオパシ

ティとする。図6.2より

tn = 2
∑
k

κkρk∆z
(n)
k (6.6)

この ∆t
(n)
k は n 番目のレイヤにむかってはられた弦

方向の k - k − 1間レイヤーのオパシティである。こ

れを鉛直一次元方向のオパシティ ∆τk = κkρk∆rk

と関係づけると

tn =
∑
k

Cnk∆τk (6.7)

Cnk ≡
2∆z

(n)
k

∆rk
= 2

√
r2k−1 − r2n −

√
r2k − r2n

rk−1 − rk
(6.8)

となる。また rN−1 = R0 である。ここに下三角行列

である Chord Geometric matrix C = {Cnk}を要素
ごとに定義した。

N は総レイヤー数 (n = 0, 1, · · · , N − 1) とする。
各レイヤー（下側境界までの）半径とレイヤーの高

さには

rn−1 = rn +∆hn (6.9)

の関係がある。境界条件は、大気レイヤーの最下層を

n = N − 1とし、R0 = rN−1 を惑星中心から最下層

の下側境界までの基準半径とする。rN−1 より下は光

が全く透過しないとする。すなわち

rn =

{ ∑n+1
j=N−1 hj +R0 for j < N − 1

R0 for j = N − 1
(6.10)

となる。また n = 0 のレイヤーの上側境界 (Top of
Atmosphere; TOA) が必要である。これは別途 rtop

と表記する。

大気レイヤーは (Tn, Pn)で表記されているため、長

さスケールをスケールハイトを用いて変換しないと

ならない

∆hn = Hn
∆Pn

Pn
(6.11)

Hn =
kBTn

gnµnmH
(6.12)

また重力定数は

gn =
G(Mp +∆Mn)

r2n
(6.13)

と表される。∆Mn =
∑n

j=N−1 ∆mj であり mj は j

番目のレイヤの持つ質量である。∆Mn 自体は通常は

Mp に比べて無視できるので考えなくても良いかもし

れない。

数値的には最下層から順番に n = N − 1, N −
2, · · · , 0について∆hn, rn を解いていけばよい。境界

条件は rN = R0, gN = GMp/r
2
N である。また h0 = 0

として最上層のオパシティは含めない。また同時に

各層ごとに Cnk を k = n から k = N − 1 まで計算

をしておけば、Chord Geometric Matrix が計算でき
る*2。このように C は三角行列である。

*2 もちろん rn を計算した後に式 (6.8)で一括で計算してもよ
い。
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図6.2 レイヤーモデルにおける光学的厚さの計算方向。

6.2 Schwarzschild 方程式 ∗

ある角度 (n)方向に、ある波数幅 dν の間の光が微

小面積 (dS、法線方向を kとする)・微小時間、微小
立体角 dΩ 内に伝達するエネルギーを dEν とすると、
specific intensity Iν は以下のように表現される

dEν = Iν(n · k)dSdΩdνdt. (6.14)

微小円柱に入射した光は Iν に比例して散乱・吸収
する。比例定数を extinction coefficient (減光の係数
という意味) κν という。ところで opacityという語
は様々な定義で使われるが、この [cm2/g] の次元を

持つ extinction coefficient を opacity と呼ぶことに
する。また、今の意味では opacityは単一周波数 ν に

対して定義されているので厳密には monochromatic
opacityである。何らかの周波数平均をした代表的な
extinction coefficientも opacityと呼ぶ。この opacity
を用いると、微小円柱内からの射出がない場合、単位

時間内に吸収・散乱されるエネルギーは、微小距離

ds、密度 ρを用いて、

−κνIνρdsdΩdνdt = dIνdΩdνdt (6.15)

となるので、

dIν = −κνIνρds (6.16)

となる。微小円柱内からの射出放射輝度は emission
coefficient ην を用いて

dIν = ηνρds (6.17)

と定義するので、全体では

dIν = −κνIνρds+ ηνρds (6.18)

となる。ここで放射源関数 (source function)

Jν ≡
ην
κν

(6.19)
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を定義すると、放射伝達の式は

dIν
κνρ ds

= −Iν + Jν (6.20)

とかける。さらに、光学的深さ

dτ = −κνρdz (6.21)

を定義することで、ある軸 z をとって ds = µdz と

µ = cos θ を用いて

µ
dIν
dτ

= Iν − Jν (6.22)

となる。これを Schwarzschild equationという。
電磁波の減光 (extinction)には、光が吸収 (absorp-

tion)され真に消失する効果と、異なる方向へと散乱
(scattering)されて消失する効果の二種類の和

extinction = absorption + scattering (6.23)

となる。光子が原子・分子を電離し、原子の電離エネ

ルギーと電離した電子の運動エネルギーとなる場合

や、光子により原子・分子の電子が励起され、これが

原子や分子同士の衝突により脱励起されることによ

り熱化する場合などは吸収に対応する。散乱は、光子

が原子・分子の電子を励起した後、そのまま脱励起し

同じ周波数の光子を出す場合や、電子、原子・分子に

よる散乱などが含まれる。opacityの吸収、散乱によ
る成分を、それぞれ、true absorption coefficient µa

と scattering coefficient µs で表す。

κν = µa + µs (6.24)

となる。このとき、emission coefficientは mean in-
tensity

Jν ≡ ⟨Iν⟩ =
1

4π

∫
P (Ω)dΩIν (6.25)

を用いて (P (Ω)は散乱の特性関数)

ην = µaBν + µsJν (6.26)

と書ける。つまり放射源関数は

Jν =
µaBν + µsJν
µa + µs

= (1− ω0)Bν + ω0Jν (6.27)

と書ける。ここに

ω0 ≡
µs

µa + µs
(6.28)

は単散乱アルベドと呼ばれる。つまり散乱のある場合

の放射伝達式は、

Jν = ω0Jν + (1− ω0)Bν (6.29)

となる。

6.3 輻射光スペクトルのモデリング

輻射光スペクトルの生成は放射伝達を解く必要が

ある。しかし散乱を無視できる場合、比較的簡単な放

射伝達計算となる。散乱無し (pure absorption)の場
合、Schwarzschild方程式が形式的に積分可能となる
ことから Intensityに関してレイヤー間を伝達させる
ことができる。この場合、射出フラックスは、ToAで
の Intensityを角度方向に積分することにより最後に
計算する。

大気上端から取った鉛直方向の optical depthを τ

とする。

Schwarzschild Equatuionは

µ
dIν
dτ

= Iν − Jν (6.30)

であるから、τ ′ = τ/µと定義することで、Iν を µの

関数として

İν(µ) = Iν(µ)− Jν(µ) (6.31)

とおける。両辺に e−τ ′
をかけることで、τ ′ = τ ′A か

ら τ ′ = τ ′B まで積分を実行することができ、形式解

Iν(τ
′
B ;µ)e

−τ ′
B = Iν(τ

′
A, µ)e

−τ ′
A −

∫ τ ′
B

τ ′
A

Jν(µ)e−τ ′
dτ ′

(6.32)

が得られる。これは積分系の Schwarzchild equation
である。波数の添え字を省略する。また散乱無しの放

射を考える (ω0 = 0)ので、式 (6.29)より、Jν(µ)は
角度依存性のないプランク関数によって置き換えら

れる。

outgoingに寄与する intensityのみ、つまり µ ≥ 0

のみを考えることにして I(τ, µ) = I+(τ, µ)という表
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記を用いる*3。ここである地点で optical depthの基
準をとり τB = 0として

I+(0;µ) = I+(τ ′A, µ)e
−τ ′

A +

∫ τ ′
A

0

Bν(τ)e
−τ ′

dτ ′

(6.33)

が得られる。

式 (6.33)にて τA = τs (下端)として、ある波数で
の放射伝達を Transmissionを T(z;µ) ≡ e−τ(z)/µ と

して (z = 0が大気下端)、以下の量から計算すること
ができる。

I+(µ) = Bν(Ts)T(z = 0;µ) +

∫ ∞

0

Bν(T )
dT(z)
dz

dz

(6.34)

Ts は大気下端温度, τ ′s = τs/µと定義した。上の式を

T(z)に関して離散化して

I+(µ) = Bν(Ts)TNlayer−1(µ)

+

Nlayer−1∑
j=0

Bν(Tj)(Tj−1(µ)− Tj(µ)) (6.35)

の よ う に 計 算 し て い る*4。 透 過 関 数 Tj =

e
∑j

i=0 −τ(z)/µであることからわかるように、式 (6.35)
の評価のために事前に透過関数を 0− j まで計算して
おく必要がある。

これを µ について複数の求積点をもちいて計算

する。

F+(0) = 2π

∫ 1

0

µI+(µ)dµ (6.36)

これは N 流の産卵なしの Intensity に戻づく輻射計
算に対応し、散乱系への拡張はそのままでは困難で

ある。

6.4 散乱・反射スペクトルのモデリング
(二流近似)‡

さて散乱・反射がある場合、fluxに基づく二流近似
がよく使われる。ここでは

*3 この意味では µ < 0に対しては I(τ, µ) = −I−(τ, µ)と定
義される。

*4 Irwin+では、大気下端から昇順にレイヤーインデックスを
付与しているが、本文章では上端から昇順にインデックスを
付与する。

平行平板の放射伝達の式は

µ
dIν
dτ

= Iν − Jν (6.37)

であった。

まず extinction としては、吸収と散乱を両方考え
ることから

κν = µa + µs (6.38)

とおける。ここに true absorption coefficient µa、

（scattering coefficient µs を用いている。

放射としては熱放射 Cと下からの散乱 Dを含めた
ものを考えよう。E から H までは外からの光（外部
光）を考えるケースであり、恒星の散乱光を考える

場合に必要であるが今は考えないこの場合、emission
coefficientは放射によるものと散乱によるものの和で
あるので

ην = µaBν + µs
1

4π

∫
dΩP(Ω)Iν (6.39)

と書ける。右辺第一項では、第２項の散乱を無視した

場合、吸収 =放射 (キルヒホッフの法則)となってい
る。すなわち局所熱力学平衡がなりたっているという

仮定がおかれている*5。そのため、右辺第一項にプラ

ンク関数が現れている。局所熱力学平衡と詳細つり合

いから導かれる強度分布がプランク分布だからであ

る。また、第２項は散乱を表す項であり、P(Ω)は散
乱の方向依存性をあらわす関数である。ここでは例え

ば薄い雲による散乱を想定しておこう。

放射源関数は

Jν =
ην
κν

= (1− ω0)Bν +
ω0

4π

∫
dΩP(Ω)Iν (6.40)

ここに

ω0 ≡
µs

µa + µs
(6.41)

は単散乱アルベドである。

モーメントを用いた記法、すなわち µ の n 乗を

かけて立体角積分をした量 (モーメント) を用いて、
specific intensity の立体角方向の分布を表現する方

*5 大気上層、例えば地球での中間圏あたりより上層ではこの仮
定は成り立たない
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法での記述が可能となる。全球面上での積分平均を定

義しておこう：

⟨F⟩ ≡ 1

4π

∫
dΩP(Ω)F =

1

4π

∫
dϕ

∫ 1

−1

dµP(Ω)F

(6.42)

とする。0,1,2次のモーメントを次の記号で略記する。

Jν ≡ ⟨Iν⟩ (6.43)
Hν ≡ ⟨µIν⟩ (6.44)
Kν ≡ ⟨µ2Iν⟩ (6.45)

0次のモーメントを用いて、放射源関数は

Jν =
ην
κν

= ω0Jν + (1− ω0)Bν (6.46)

と書ける。

放射伝達の式は

µ
dIν(Ω)
dτ

= Iν(Ω)− ω0Jν − (1− ω0)Bν (6.47)

となる。

二流近似では、これを上流側のフラックスと下流側

に分けることを考える。上半球 (US) と下半球 (LS)
で積分する。今、モーメント方程式を意識して、任意

の関数 F に対する積分平均演算子を

⟨F⟩US ≡
1

4π

∫
US
dΩP(Ω)F

=
1

4π

∫
dϕ

∫ 1

0

dµP(Ω)F (6.48)

⟨F⟩LS ≡ −
1

4π

∫
LS
dΩP(Ω)F

=
1

4π

∫
dϕ

∫ −1

0

dµP(Ω)F (6.49)

と表記する。二流近似では下向きの量も正値になる

ように、後者には負号をつけて定義してあること、

つまり

⟨F⟩ = ⟨F⟩US − ⟨F⟩LS (6.50)

に注意する。さて大気にたいし上向きに射出するフラ

ックスは、強度に対し上方向の角度依存性をかけ上半

球について積分したものであるから、すなわち

F+ =

∫
US
dΩµP(Ω)Iν(Ω) = 4π⟨µIν(Ω)⟩US

(6.51)

となる。Iν(Ω) = Iν(µ)と書ける。
いま等方散乱 P(Ω) = 1 かつ強度の azimuth 依存

性が無視できるなら、

F+ = 2π

∫ 1

0

dµµ Iν(µ) (6.52)

となる。

散乱無しの直接解と透過関数

式 (6.47) は散乱無し (ω0 = 0) の場合、立体角
の azimuth 方向を無視し、µ だけに依存するとする
(Iν(Ω) = Iν(µ))と、両辺に e−τ/µ を掛けて積分する

ことにより Iν(µ)について解析的に解ける。すなわち

d

dτ

(
Iν(τ, µ)e−τ/µ

)
= −Bν(T (τ))

µ
e−τ/µ (6.53)

を τ で積分すればよい。ここで図6.3のような、一層
の大気層を考え、層の下部の intensityを Iν(τ1, µ) =
I1(µ)、上部を Iν(τ2, µ) = I2(µ) とおく。式 (6.53)
より

I1(µ) = I2(µ)e−∆τ/µ +
1

µ

∫ τ2

τ1

dτBν(T (τ))e
−(τ−τ1)/µ

(6.54)

となる。ここに ∆τ = τ2 − τ1 である。層上部からの
上向きフラックス F+,1 を、2πµをかけて上半球で積

分すると

F+,1 = 2π

∫ 1

0

dµµI1(µ) (6.55)

= 2π

∫ 1

0

dµ I2(µ)µ e−∆τ/µ

+

∫ τ2

τ1

dτπBν(T (τ))G(τ − τ1) (6.56)

G(τ) ≡ 2

∫ 1

0

dµ e−τ/µ (6.57)

となる。この式は割と見通しが良い。すなわち上部か

ら射出されるフラックスは、下部からの上向きの強度

の伝達分（∆τ/µの減光を受けたものに対し µをかけ

上半球積分したもの）と層内からの黒体輻射に対し順

次、G(x)(図6.4参照)の減光がかかって上部まで達し
たものの和となっている。特に大気上端を上部とし、

すなわち τ1 = 0 ととり, 　下端からの放射を無視す
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る、すなわち Iν2 = 0ととった場合、式 (6.59)は

F+,1 =

∫ ∞

0

dτπBν(T (τ))G(τ) (6.58)

となる。

図6.3

図6.4 吸収のみの場合の透過関数。

散乱ありの場合との対応をとるために、式 (6.59)
を F+ の漸化式の形で書いてみよう。このために 1-2
間を大気中の薄い層とみなす。この層の中では温度一

定とする。また下からの強度 I2(µ) の µ 依存性を無

視すると

F+,1 = 2πI2
∫ 1

0

dµ µ e−∆τ/µ + πBν(T )() (6.59)

(6.60)

Moment Closureによる近似
(e.g. Meadow & Weaver 80 [17]、Toon et al. 1989

[23]などを参照)。まず上半球 (US)と下半球 (LS)に
対し、0次のモーメント（平均強度）

Jν+ ≡ ⟨Iν⟩US (6.61)
Jν− ≡ ⟨Iν⟩LS (6.62)

、一次のモーメント、

Hν+ ≡ ⟨µIν⟩US (6.63)
Hν− ≡ ⟨µIν⟩LS (6.64)

。また上向き下向きのフラックスは

F+ = 4πH+ (6.65)
F− = 4πH− (6.66)

となる。

放射伝達の式は

d

dτ
⟨µIν(Ω)⟩US

= ⟨Iν(Ω)⟩US − ω0⟨µ⟩USJν − (1− ω0)⟨µ⟩USBν

(6.67)
d

dτ
⟨µ2Iν(Ω)⟩LS

= ⟨µIν(Ω)⟩LS − ω0⟨µ⟩LSJν − (1− ω0)⟨µ⟩LSBν

(6.68)

となる。ここで ⟨µ⟩US = −⟨µ⟩LS = 1/2であるから、

d

dτ
⟨µIν(Ω)⟩US = ⟨Iν(Ω)⟩US −

ω0

2
Jν −

(1− ω0)

2
Bν

(6.69)
d

dτ
⟨µIν(Ω)⟩LS = ⟨Iν(Ω)⟩LS +

ω0

2
Jν −

(1− ω0)

2
Bν

(6.70)

ここで Jν = Jν+− Jν− を用い、また closure rela-
tionを

η+ = Jν+/Hν+ (6.71)
η− = −Jν−/Hν− (6.72)

と置くことで、

Ḣν+ = η+

(
1− ω0

2

)
Hν+ −

ω0

2
Hν− −

(1− ω0)

2
Bν

(6.73)

Ḣν− =
η+ω0

2
Hν+ − η−

(
1− ω0

2

)
Hν− +

(1− ω0)

2
Bν

(6.74)

または

Ḟ+ = η+

(
1− ω0

2

)
F+ − η−ω0

2
F− − 2π(1− ω0)Bν

(6.75)

Ḟ− =
η+ω0

2
F+ − η−

(
1− ω0

2

)
F− + 2π(1− ω0)Bν

(6.76)
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となる。

ここで上半球と下半球の closure relationが同じ形
とおもうと η+ = η− ≡ η となり

Ḟ+(τ) = γ1F
+(τ)− γ2F−(τ)− 2π(1− ω0)Bν(τ)

(6.77)
Ḟ−(τ) = γ2F

+(τ)− γ1F−(τ) + 2π(1− ω0)Bν(τ)
(6.78)

の形となる。ただし

γ1 ≡ η
(
1− ω0

2

)
(6.79)

γ2 ≡
η ω0

2
(6.80)

とおいた。γ1 + γ2 = η、γ1 − γ2 = η(1− ω0)である。

式 (6.77,6.78)は一階の連立微分方程式であり、斉
次系に Bν(τ)由来の τ 依存性のある項が付加された

ものである。よって Bν(τ) をテイラー展開して打ち

切り有限項の多項式に近似すれば解くことができる。

γ1 = 2 − ω0、γ2 = ω0 ととれば、半球平均近似

(Hemispheric mean)かつ非対称パラメタ g = 0の時

と一致する [23]. 式 (6.77)、(6.78)を解くために、新
たなパラメタ Fsum ≡ F+ + F−, Fnet ≡ F+ − F− と

定義し書き換えると以下を得る：

Ḟnet = (γ1 − γ2)Fsum − 4π(1− ω0)Bν (6.81)
Ḟsum = (γ1 + γ2)Fnet, (6.82)

これより二階微分方程式

F̈sum − (γ21 − γ22)Fsum + 4π(1− ω0)(γ1 + γ2)Bν = 0.
(6.83)

が得られる。

ここで Bν の変数 τ に対するテイラー展開の一次

まで残すことを考えよう [23] [7]。

Bν ≈ B0 + Ḃ(τ − τ0). (6.84)

この時、解は以下のように求まる。

Fsum = c1e
λτ + c2e

−λτ +
4π(1− ω0)

γ1 − γ2
Bν (6.85)

Fnet = c1δe
λτ − c2δe−λτ +

4π(1− ω0)

γ21 − γ22
Ḃν ,

(6.86)

ここに

λ ≡
√
γ21 − γ22 (6.87)

δ ≡
√
γ1 − γ2
γ1 + γ2

. (6.88)

上の解を F+、F− に戻すことで以下が求まる。

F+(τ) = c1ζ+e
λτ + c2ζ−e

−λτ + πB+(τ) (6.89)
F−(τ) = c1ζ−e

λτ + c2ζ+e
−λτ + πB−(τ) (6.90)

ここに

B±(τ) ≡
2(1− ω0)

γ1 − γ2

(
Bν(τ)±

1

γ1 + γ2
Ḃν(τ)

)
(6.91)

ζ± ≡
1

2
(1± δ). (6.92)

である。ζ± は結合定数と呼ばれる [7].
大気レイヤーモデルの放射伝達の解法

ここまでは Hemispheric mean の二流近似を導出
してきたが、Toon89型の二流近似における上向きお
よび下向きストリームの解は以下のように同様に表

現できる。

F+(τ) = c1ζ
+eλτ + c2ζ

−e−λτ + πB+(τ) (6.93)
F−(τ) = c1ζ

−eλτ + c2ζ
+e−λτ + πB−(τ) (6.94)

ここで、ζ± は結合係数と呼ばれる。注目すべきこと

に、球面調和関数（SH）法の二流近似も同じ形をと
る。そこでこの形の方程式から大気レイヤーモデルの

放射伝達の解法を考えよう。

上記の方程式において、ζ± と λは、F± の微分方

程式の係数である γ1 と γ2 に以下のように関連して

いる。

ζ± =
1

2

(
1±

√
γ1 − γ2
γ1 + γ2

)
(6.95)

λ =
√
γ21 − γ22 , (6.96)

係数 γ1 と γ2 は、単一散乱アルベド ω と非対称パラ

メータ g によって決定される。この関係はモーメン

ト閉包の方法に依存する [23]。半球平均を使用する場
合、γ1 = 2− ω(1 + g)および γ2 = ω(1− g) の関係
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が成り立つ。また、簡約化された源関数は以下のよう

に表される

B±(τ) = 2(1− ω)
γ1 − γ2

(
Bν(τ)±

1

γ1 + γ2
Ḃν(τ)

)
.

(6.97)

上記の方程式において、第二項は等温層の場合には無

視される。

式 (6.93, 6.94) は以下のように表現できる

F (τ) = Q(τ)x+ πB(τ) (6.98)

こ こ で F (τ) = (F+(τ), F−(τ))⊤、B(τ) =

(B+(τ),B−(τ))⊤、x ≡ (c1, c2)
⊤、そして

Q(τ) =

(
ζ+eλτ ζ−e−λτ

ζ−eλτ ζ+e−λτ

)
(6.99)

次に、光学的厚さの差 ∆τn を持つ N 層モデルを

考え、第 n層の上端における光学的深度を τ = τn =∑n−1
i=0 ∆τi（n ≥ 1）および τ0 = 0として定義する。

第 n層について考えよう。

F (τn) = Qn(τn)xn + πBn(τn) = Fn

(6.100)
F (τn +∆τn) = Qn(τn +∆τn)xn + πBn(τn +∆τn)

= Fn+1 (6.101)

ここで Qn は第 n層の Q(τ)として定義される。した

がって、第 n層の内部パラメータ ζ±n と λn を設定す

ると、

Qn(τ) =

(
ζ+n e

λnτ ζ−n e
−λnτ

ζ−n e
λnτ ζ+n e

−λnτ

)
. (6.102)

式 (6.100) と (6.101) から、漸化関係の線形形式を
得る：

Fn+1 = G(∆τn)Fn + πGn, (6.103)

ここで

Gn ≡ Bn(τn +∆τn)− G(∆τn)Bn(τn) (6.104)

かつGn = (G+
n , G

−
n )

⊤ である。また、伝達関数を以

下のように定義した

G(∆τn) ≡ Q(τn +∆τn)Q
−1(τn) (6.105)

= Qn(τn)

(
eλn∆τn 0

0 e−λn∆τn

)
Q−1

n (τn)

(6.106)

これは G(∆τn)qi = λ′iqi の固有値分解であり、ここ

で qi はQn(τn)の第 i列ベクトルである。したがって

qi を正規化でき、特に q1 を eλnτn で、q2 を e−λnτn

で正規化できる。以下のように定義することで

Zn ≡ Qn(0) =

(
ζ+n ζ−n
ζ−n ζ+n

)
, (6.107)

上記の方程式を以下のように書き直せる

G(∆τn) = Zn

(
eλn∆τn 0

0 e−λn∆τn

)
Z−1
n

(6.108)

=
1

ζ+n
2 − ζ−n

2

×

(
ζ+n

2
etn − ζ−n

2
e−tn −ζ+n ζ−n (etn − e−tn)

ζ+n ζ
−
n (etn − e−tn) ζ+n

2
e−tn − ζ−n

2
etn

)
,

(6.109)

ここで

tn ≡ λn∆τn (6.110)

は ∆τn の関数であるが、τn の関数ではない。

等温層の場合、Bn(τn) = Bn(τn + ∆τ) ≡ Bnu、
Bn = B+(τn) = B−(τn)であり、ここで uは単位ベ

クトル u ≡ (1, 1)⊤ である。源行列Gn は以下のよう

に簡約化できる

Gn = Bn(I − G(∆τn))u (6.111)

=
Bn

ζ+n + ζ−n

(
ζ+n (1− etn) + ζ−n (1− e−tn)
ζ+n (1− e−tn) + ζ−n (1− etn)

)
(6.112)

ここで I は単位行列である。

単一層内での伝達

線形形式 (6.103) は数学的に簡潔であるが、その物
理的意味は明確ではない。そこで、単一層内での光の

伝達を表す形式に変換する。

式 (6.103) から以下が得られる

F+
n = G−1

11 F
+
n+1 − G

−1
11 G12F−

n − G−1
11 πG

+
n , (6.113)

ここで Gij は記号から nを省略した G(∆τn)の (i−j)
成分である。この方程式を F−

n+1 = G21F+
n +G22F−

n +

πG−
n に代入すると、以下を得る

F−
n+1 = G21G−1

11 F
+
n+1 + (G22 − G21G−1

11 G12)F−
n

+ πG−
n − G21G−1

11 πG
+
n . (6.114)
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二流の場合、式 (6.109) から G21 = −G12 かつ
G−1
11 = G22 − G21G−1

11 G12 ≡ Tn および G21G
−1
11 =

−G−1
11 G12 ≡ Sn が導かれる。そこで、第 n層内での

放射伝達を以下のように表現できる

F+
n = TnF+

n+1 + SnF−
n − TnπG+

n (6.115)
F−
n+1 = TnF−

n + SnF+
n+1 + πG−

n − SnπG+
n ,

(6.116)

ここで

Tn ≡
ζ+n

2 − ζ−n
2

ζ+n
2 − (ζ−n Tn)2

Tn (6.117)

Sn ≡
ζ+n ζ

−
n

ζ+n
2 − (ζ−n Tn)2

(1− T2
n) (6.118)

は層の底部と頂部間の透過率およびフラックスの反

対方向からの散乱とみなすことができる*6 。上記の

式において、透過関数を定義した [7]：

Tn ≡ e−λn∆τn (6.122)

式 (6.115, 6.116) は本質的に [7] によって導出された
二流近似の解析的表現と同じであることに注意され

たい*7。

等温層の場合、式 (6.115) と (6.116) を以下のよう
に簡約化できる

F+
n = TnF+

n+1 + SnF−
n + πB̂n (6.123)

F−
n+1 = TnF−

n + SnF+
n+1 + πB̂n (6.124)

ここで

B̂n ≡ (1− Tn − Sn)Bn. (6.125)

*6 式 (6.118) での散乱の不透明極限 (Tn = 0) を S∞ ≡
ζ−/ζ+ として定義すると、式 (6.119) を [21] での flux-
adding treatmentで使用されるものと同様の形に書き直す
ことができる：

Tn =
S∞(1− e−2λn∆τn )

1− S2
∞e−2λn∆τn

. (6.119)

半球平均の場合、以下を得る

S∞ =

√
1− ωg −

√
1− ω

√
1− ωg +

√
1− ω

(6.120)

λn = 2
√

(1− ωg)(1− ω). (6.121)

*7 [7] の式 (3.58)。我々の形式での λn は [7] での D に対応
する。

flux-adding treatment
散乱を含む二流近似の解法として、反射の形式を利

用する flux-adding treatment [20, 21] が提案されて
いる。これは古典的な加算技法から類推的に導出され

る。flux-adding treatmentは、与えられた層におけ
る上向きフラックスが、下向きフラックスの反射と層

からの源項の和として表現できると仮定する。

F+
n = R̂+

nF
−
n + Ŝ+

n (6.126)
F−
n = R̂−

nF
+
n + Ŝ−

n . (6.127)

式 (6.123) 中の F+
n を式 (6.126) で置き換え、Tn

を乗じると、以下の式が導かれる。

T 2
n F

+
n+1 = (R̂+

n − Sn)TnF−
n + Tn(Ŝ+

n − πB̂n).
(6.128)

式 (6.124) を用いて前式から F−
n を消去することに

より、以下の結果が導かれる：

F+
n+1 =

R̂+
n − Sn

T 2
n − S2n + SnR̂+

n

F−
n+1

+
B̂n(Sn − Tn − R̂+

n ) + TnŜ+
n

T 2
n − S2n + SnR̂+

n

. (6.129)

前式の右辺第一項の係数を R̂+
n+1、第二項を Ŝ+

n+1 と

する。これにより以下の漸化関係が導かれる。

R̂+
n = Sn +

T 2
n R̂

+
n+1

1− SnR̂+
n+1

(6.130)

Ŝ+
n = B̂n +

Tn(Ŝn+1 + B̂nR̂+
n+1)

1− SnR̂+
n+1

. (6.131)

式 (6.131) の導出において、式 (6.130) を用いて式
(6.129) の第二項中の R+

n を消去した。

したがって、最下層（n = N − 1）の底面境界の反

射率（すなわちアルベド）を仮定すれば、R̂+
0 と Ŝ+

0

を計算でき、大気上端での出射フラックスを以下のよ

うに得ることができる

F+
0 = R̂+

0 F⋆ + Ŝ+
0 , (6.132)

ここで F⋆ は入射恒星フラックスである。

出射フラックス計算には R̂−
n と Ŝ−

n を使用しない

が、これらも導出できる。式 (6.124) において n を

n− 1で置き換え、次に式 (6.127) を用いて F−
n を消
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去する。さらに、式 (6.123) において nを n− 1で置

換して Tn−1F
+
n を取り出し、これを上記の式に挿入

すると、以下の式が導かれる。

F−
n−1 =

R̂−
n − Sn−1

T 2
n−1 − S2n−1 + Sn−1R̂

−
n

F+
n−1

+
B̂n−1(Sn−1 − Tn−1 − R̂−

n ) + Tn−1Ŝ
−
n

T 2
n−1 − S2n−1 + Sn−1R̂

−
n

(6.133)

右辺第一項の係数を R̂−
n−1、第二項を Ŝ−

n−1 とするこ

とで、以下の漸化式が得られる。

R̂−
n = Sn−1 +

T 2
n−1R̂

−
n−1

1− Sn−1R̂
−
n−1

(6.134)

Ŝ−
n = B̂n−1 +

Tn−1(Ŝn−1 + B̂n−1R̂
−
n−1)

1− Sn−1R̂
−
n−1

(6.135)

式 (6.130)、(6.131)、(6.134)、(6.135) は本質的に
[20] の式 (7)、(8)、(4)、(5) と同じである。
以上で見てきたように、flux-adding treatmentで

は、散乱を各層の実効的な反射と源項の和として含め

ることにより、漸化関係を定式化し解くことができ

る。同様に、散乱を各層の実効的な透過と源項の和と

して含めることにより、他の漸化関係も定式化でき

る。この方法において実用上の利点をまだ特定してい

ないが、フラックスベースの純粋吸収の自然な拡張で

あり理論的に興味深い。

6.5 実用的なオパシティ計算の手法 ‡

大気推定ではオパシティ計算が精度や計算速度を

支配することが多い。ここでは代表的なオパシティ計

算手法を紹介する。

直接計算

m 番目の分子の l 番目の線の断面積は次のように

表される。

σm,l(ν) = Sm,lgV(ν − ν̂, β, γL) (6.136)

=
Sm,l√
2πβ

H

(
ν − ν̂√

2β
,
γL√
2β

)
, (6.137)

ここにライン強度 Sm,l、フォークと関数 gV(ν, β, γL)

である。ν̂ はライン中心。フォークト関数は

gV(ν, β, γL) = gL(ν, γL) ∗ gD(ν, β) (6.138)

のように Lorentz profileと Doppler broadningの畳
み込みで書ける。ただし

gL(ν, γL) =
γL/π

ν2 + γ2L
(6.139)

gD(ν, β) = N (0, β) (6.140)

である。β は Doppler broadeningの標準偏差で、す
なわち β = γD/

√
2 log 2の関係にあることに注意。ま

た H(x, a) は Voigt–Hjerting 関数 [8] で、以下のよ
うに定義される。

H(x, a) =
a

π

∫ ∞

−∞

e−y2

(x− y)2 + a2
dy. (6.141)

Voigt-Hjerting 関 数 は Faddeeva 関 数 w(z) =

exp (−z2) erfc(−iz) ただし z = x + ia ∈ C 　の
実部である。すなわち

H(x, a) = Re[w(x+ ia)] (6.142)

となる。Faddeeva 関数 w(z) は、Transactions of
Mathematical Software [18] の Algorithm 680の実
装に基づいた wofz (w of zの意味)が Pythonでは広
く使われている。

Voigt–Hjerting 関数として Zaghloul and Ali[25]
による以下の定式化もよく用いられる。

ĤM (x, a) = e−x2

erfcx(a) cos (2xa)

+
2ηx sin (ax)

π
e−x2

sinc(ax/π)

+
2η

π

{
−a cos (2ax)Σ1 +

a

2
Σ2 +

a

2
Σ3

}
,

(6.143)

ここに

Σ1 =

M∑
n=1

(
1

η2n2 + a2

)
e−(η2n2+x2) (6.144)

Σ2 =

M∑
n=1

(
1

η2n2 + a2

)
e−(ηn+x)2 (6.145)

Σ3 =

M∑
n=1

(
1

η2n2 + a2

)
e−(ηn−x)2 , (6.146)

また erfcx(x) = 2π−1/2ex
2 ∫∞

x
e−t2dt はスケーリン

グ相補誤差関数 (scaled complementary error func-
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tion)である。η ≤ 1 はコントロールパラメタである

が η = 0.5がよく用いられる*8。

離散積分変換による多ライン断面積合成

離散積分変換 (Discrete Integral Transform; DIT)
による手法 (以下 DIT と呼ぶ) は、多数のラインの
断面積を効率よく計算するために van den Bekerom
and Pannier [24] により提案された。DIT による方
法では、吸収線ごとの総和計算を、以下のようにパラ

メタ空間で線強度の密度 (Line-shape density; LSD)、
S(ν̂, β, γL) を用いて積分計算に置き換え、さらにこ

れを離散化したもので評価をするという手法である。

つまり

σ(ν) =
∑
l

SlV (ν − ν̂l, βl, γL,l) (6.148)

=

∫
dν̂

∫
dβ

∫
dγLS(ν̂, β, γL)gV(ν − ν̂, β, γL)

(6.149)

≈
∑
jhk

SjhkgV(νi − ν̂j , βh, γL,k) (6.150)

となる。このようにオリジナルの DIT では、波
数・ドップラー幅・ローレンツ幅の 3 次元グリッド
S(νj , βh, γL,k)に上に、各ラインをライン強度で重み

づけして格納していく。ここで Voigt関数は

σ(νi) =
∑
hk

FT−1[FT(Sjhk)FT(gV(ν̂j , βh, γL,k))]

(6.151)

σ(νi) =
∑
hk

FT−1[FT(Sjhk)FT(gD)FT(gL)]

(6.152)

と書くことができる。ここに gD と gL のフーリエ

変換は

FT(gD) = e−2(πβk)2 (6.153)
FT(gL) = e−2πγL|k| (6.154)

*8 M → ∞ならば Voigt–Hjerting関数となるが、実際上は、
適当な整数値で打ち切らなければならない。上の表式は、お
およそ |x| ≲ M/2の範囲で近似がよく、|x| > M/2では急
速にゼロに落ちていく。そこで、ExoJAXではM = 27 を
採用し、|x| > M/2では Faddeeva関数の漸近形

wasy
n (z) =

i

z
√
π
(1 + α̃(s0 + α̃(s1 + · · · α̃(sn) · · · ) (6.147)

(α̃ ≡ 1/2z2)の実部を取ることで代用している。

と簡単にかける。本稿では省略するが、DITはこのよ
うにフーリエ変換を用いているためエイリアシング

による影響を避ける工夫が必要である*9。

相関 k分布法
相関 k 分布法（CKD）は、1960年代にMalkmus

が吸収係数の確率分布を導入し分子バンド吸収を平

均化した「k 分布法」を提案したことに端を発する
[16]。その後、大気が鉛直方向に不均一でもスペクト
ル順序を保つよう k 値を並べ替えるアイデアが 1989
年にGoodyらによって提示され、これが「相関」k分
布と呼ばれる手法の核となった [5]。1991年に Lacis
& Oinas が放射伝達方程式への具体的な実装を整理
して精度検証を行ったことで、気候モデルや惑星大気

計算で標準手法として採用されている [14]。相関 k分
布の良い参考文献は例えば [1]にある。
k分布
断面積 σ(ν)(もしくはオパシティ)は、ライン幅よ

り広い波数領域でみると非単射関数、すなわち同じ

σ′ = σ(ν)の値をとる ν が複数個存在する（図6.5左）。
波長域が広がるにつれ非単射性が増してくる。そこ

で ν ではなく σ の値に基づいて情報を記述すること

が考えられる。たとえば σ(ν) の非負値関数である

f(σ(ν)) ≥ 0 をある波数幅で積分することを考える。

これはリーマン積分では

I =

∫ max

min
f(σ(ν))dν ≈

∑
i

f(σ(νi))∆νi (6.155)

のように、定義域 ν 方向に分割をして足し合わせる。

しかし、非単射性が増してくると、何度も同じような

σ の値について和を取らないとならない。そこで値

域の測度に注目して積分を行うことを考える。いま、

値域を互いに重ならない集合に分割する。たとえば

σ = σj を含む微小領域 ∆σ 内の値域をもつ定義域 ν

*9 DITは波数空間のグリッドを用いているが、天文応用では、
視線速度を自然に入れられる対数波数グリッドを用いたほ
うが都合がよい。この場合、温度を固定したとき同じ同位体
のドップラー幅がラインによらず普遍になることから、LSD
の次元を一つ減らすことができる。この修正バージョンの
DITをMODITという.

65

https://github.com/HajimeKawahara/exojax


の集合を Aj とすると値域は

V =

n∪
j=0

Aj (6.156)

と表すことができる。集合 Aに関する特性関数

χA(ν) =

{
1, if ν ∈ A
0, if ν /∈ A

(6.157)

を用いて、(非負値)単関数

s(ν) =

n∑
j

fjχAj
(ν) (6.158)

を考える。ただし 0 ≤ f0 < f1 < · · · < fn とする。ル

ベーグ積分は、集合 Aj の測度をmd(Aj)としたとき∫
V

s(ν)dν =

n∑
j=0

fj md(Aj) (6.159)

と定義される。この考えを利用して、積分を行うこ

とを考える。値域の集合として、値域を最小値から

最大値までをビニングして、下から順に j = 0, 1, · · ·
とする。またそれぞれの集合の代表値を σj とする。

f(σ(ν))を単関数で

f(σ(ν)) ≈ s(ν) =
n∑
j

f(σj)χAj
(ν) (6.160)

のように近似することで、∫
V

f(σ(ν))dν ≈
∫
V

s(ν)dν =
∑
j

f(σj)∆mj

(6.161)

= (νmax − νmin)
∑
j

f(σj)∆gj

(6.162)

となる。ここに各集合の測度を ∆mj = (νmax −
νmin)∆gj とおいた。この最後の式は、(リーマン)積
分

(νmax − νmin)

∫ 1

0

f(σ(g))dg (6.163)

の近似とみることができる。また集合を無限に細かく

すれば両者は一致し、∫
V

f(σ(ν))dν = (νmax − νmin)

∫ 1

0

f(σ(g))dg

(6.164)

となる。

この σj は値域の小さいほうからビンをとっていて、

∆mj はこのビンに対応する定義域の測度、つまり定

義域の対応する ν 空間の長さを表すものであるので、

実務的には、σ(g)は σ(ν)を細かく分割したテーブル

をソートして、0-1に規格化すれば得られる。図6.5右
はそのようにして得られた σ(g)である。いいかえる

と σ の累積分布関数である。ソートであるので単調

増加関数となっている。ところで k 分布という名前
は、この分布関数を opacity (k であらわすことが多
い)を用いていることに由来していると思われる。
図6.5の塗りつぶし領域は、f(σ) = σ ととった場合

の ∆gj からの寄与を ν − f 空間（左）で g − f 空間
(右)で図示したものとなっている。左図で測度 ∆mj

は、ν 軸で塗りつぶしが被っている領域の和である。

これを (νmax − νmin) で割ったものが右図の ∆gj に

対応する。

σ(g)がこのようにソートで得られたら、式 (6.164)
右辺の評価は通常の数値積分法を利用できる。たとえ

ば、Gauss-Legendre Quadratureなどが用いられる。
上では一層の積分を考えたが、放射伝達では各層ご

とにオパシティがことなり、これを波数方向で積分す

る。これを集合 ∆gj ごとの積分に置き換えることが

できれば、非単射性の強い状況では計算量の削減が期

待できる。いいかえると図 (6.164)左のオレンジの部
分は、同程度のオパシティとしてまとめて放射伝達を

解くことができる。しかしこのためには、各層で∆gj

に対応する ν の集合が常に一致しないとならない。こ

のような仮定は共単調性 (comonotonicity)とよばれ、
値域 (σ) の順序で並べたときの ν の順序が常に一致

していれば、∆gj の取り方に寄らず成り立つ。相関 k
分布法の相関とはこのように層間の共単調性相関を

仮定している。これはコピュラではフレシェ・ヘフデ

ィング上界を仮定しているのと等しい。

図6.6に温度・圧力を変えたときの∆gj を図示する。

この例で見るようにラインの中心に関してはだいた

い集合が一致しているが、裾になると一致度が悪い。
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図6.5 左：水の断面積を波数空間で示したもの。右：同じ断面積を g 空間で示したもの。オレンジの領域は

g 空間の g = 0.6− 0.7に属する領域 (∆gi)に含まれる断面積を示している。

図6.6 左：圧力 0.1bar で温度を 700,1000,1300K と変えたときに g 空間の g = 0.6 − 0.7 に属する領域

(∆gi)に属する断面積をオレンジで示した。この δgi は図6.5と同じものを採用している。右：温度を 1000K
に固定し、圧力を 0.01,0.1,1barと変更した場合の∆gi に属する断面積をオレンジでしめした。
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教科書類
ベイズ推定はGelmanらのベイズデータ解析 (BDA)、森北出版
が定番である。またKevin P. Murphyの Probabilistic Machine
Learningはさらに網羅的に重要な事項がまとめられている。
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